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Büläg 1

Wariac toolol

1.1 Wariac toollyn bodlogyn tawil

Wariac toollyn bodlogod xürgädäg daraax ji²äänüüd
awq üz´e.
Ji²ää 1. XOT koordinatyn xawtgaïd A(x0, t0), B(x1, t1)
cägüüd ögögdjää. A, B cägüüdiïg xolboson gölgör (diffe-
rencialqlagddag) muruïnuud x = x(t) dotroos xamgiïn bo-
gino urttaï muruïg ol.

0

x1

x0

xxx
A

B

A

x = x(t)

t0 t1 t

x = x(t) duryn muruïn numyn
differencialyg biqwäl:

ds =
√

1 + x′2dt

[t0, t1] zawsar däärx numyn ur-
tyg olbol

J(x) =

t1∫

t0

√
1 + x′2(t)dt.

Ööröör xälbäl J(x) funkcionald xamgiïn baga utga olgo-
dog x = x(t) muruïg olox bodlogo bolj baïna.
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BÜLÄG 1. Wariac toolol

Ji²ää 2. 1-r möqid or²ix A, B cägüüdiïg daïrq muruï
²ugam garax bögööd Ot tänxlägiïg ogtloxgüï. Änä muruï
²ugamyg Ot tänxlägiïg toïruulj ärgüül´e. Ärgältiïn
bieiïn gadarguugiïn talbaïg xamgin baga baïlgax muruïg
ol´ë.

0

x

A

B

t

Ärgältäär üüsäx bieiïn ga-
darguugiïn talbaïg oldog
tom´ëog biqwäl:

J(x) = 2π

t1∫

t0

x(t)
√

1 + x′2dt.

Ji²ää 3. Braxistoxrony tuxaï bodlogo.(xamgiïn xur-
dan ²iljiltiïn muruï) Änä bodlogyg anx udaa 1696 ond
I.Bernulli tom³ëoljää. Änä bodlogoos wariac toolol äx-
lälää awdag gäj üzdäg. Bodlogyn tawilyg awq üz´e.

x0

x

t0 t1

B

A

t

XOT xawtgaïn (x0, t0) cäg
däär m masstaï material-
lag cäg baïrlajää. Änä cä-
gääs xündiïn xüqniï nölöö-
göör materiallag cäg göl-
gör muruïn daguu B cägt
²iljij irnä.

Tägwäl änä ²iljilt xamgiïn bogino xugacaand ¶wagdax
muruïn xälbäriïg ol³ë. Muruïn xälbäriïg x = x(t) gäe.
(x, t) cägiïg τ äg²ind awq üz´e. Ürältiïn ba äsärgüüc-
liïn xüqiïg ül toocoj xödölgööniï täg²itgäliïg zoxioë.
h = x0 − x, v xurd, mgh potencial änergi. Änergi xadga-
lagdax xuuliïg biqwäl:

mgh =
mv2

2
⇒ v =

√
2gh =

√
2g(x0 − x).

Nögöö talaar xurdyg olbol: v =
ds

dτ
.
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BÜLÄG 1. Wariac toolol

Numyn differencial ds-g todorxoïl³ë.

ds =
√

1 + x′2dt.

Materiallag cägiïn ds numyn daguu ²iljix xugacaag ol-
bol:

dτ =
ds

v
=

√
1 + x′2dt√
2g(x0 − x)

.

Tägwäl AB numyn daguu ²iljix niït xugacaag olbol:

J(x) =

t1∫

t0

√
(1 + x′2)

2g(x0 − x)
dt

Odoo wariac toollyn bodlogyg erönxiïd n´ tawibal:
T = [t0, t1] xärqim däär tasraltgüï differencialqlagd-
dag x = x(t) funkcüüd todorxoïlogdson bögööd xärqmiïn
zaxyn cägüüd däär ögögdsön utguud awna. Ööröör xälbäl
x(t0) = x0, x(t1) = x1 baïna. F = F (x, y, z) funkc n´
xuw´sagquudaaraa tasraltgüï bögööd 2 daxin tasraltgüï
differencialqlagdana. Funkcional todorxoïl³ë.

J(x) =

t1∫

t0

F (x, x′, t)dt. (1.1)

(1.1) funkcional xamgiïn baga utgaa awdag x∗ = x∗(t) funk-
ciïg ol³ë. Bolomjit muruïnuudyn olonlogiïg D-äär täm-
dägläe.

D = {x(t) ∈ C1(T )| x(t0) = x0, x(t1) = x1}

Tägwäl wariac toollyn bodlogyg daraax xälbärt biqnä.

J(x) → min, x ∈ D ⊂ C1(T ) (1.2)
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BÜLÄG 1. Wariac toolol

x∗ = x∗(t) bolomjit muruï bolog.

Todorxoïlolt 1. Xäräw äeräg too ε or²ix bögööd

|x(t)− x∗(t)| ≤ ε, t ∈ [t0, t1] (1.3)

nöxcöliïg xangasan büx bolomjit muruïnuudyn xuw´d

J(x) ≥ J(x∗) (1.4)

nöxcöl bielägdäj baïwal x∗ = x∗(t) muruïg J(x) funkcio-
nalyn orqny xüqtäï minimumyn cäg gäj närlänä. Xäräw
(1.4) nöxcöl n´

|x(t)− x∗(t)| ≤ ε
|x′(t)− x∗′(t)| ≤ ε, t ∈ [t0, t1]

}
(1.5)

nöxcliïg xangasan büx x(t)-iïn xuw´d bielägdäj baïwal
x∗ = x∗(t) -g orqny sul minimumyn cäg gäj närlänä.
Xäräw x∗ orqny xüqtäï minimumyn cäg bol mön orqny sul
minimumyn cäg bolox n´ todorxoïloltoos ilärxiï µm. Xa-
rin urwuu n´ bieläx albagüï. Iïmd sul minimumyn zaïl²-
güï nöxcöl n´ xüqtäï minimumyn zaïl²güï nöxcöl bolno.

Ji²ää 4. J(x) =
1∫
0

x2(1− x′2)dt → min,

x(0) = 0
x(1) = 0

Änä bodlogyn xuw´d x∗ = x∗(t) = 0, t ∈ [0, 1] n´ orqny
sul minimumyn cäg gädgiïg xaruul³¶. Äeräg too ε-g (0, 1)
zawsraas aw³¶. (1.5) nöxcliïg xangasan duryn bolomjit
x(t) muruï aw³¶.

|x(t)| ≤ ε, |x′(t)| ≤ ε, t ∈ [t0, t1], 0 < ε < 1.
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BÜLÄG 1. Wariac toolol

nögöö talaar J(x∗) = 0 tul

J(x)− J(x∗) =

1∫

0

x2(1− x′2(t))dt ≥ 0.

Iïmd x∗(t) orqny sul minimumyn cäg bolno. Odoo x∗(t)-g
orqny xüqtäï minimumyn cäg boloxgüï gädgiïg xaruul³¶.
Üüniï tuld xn(t) =

1√
n

sin 2πnt, n = 1, 2, . . . gäsän bolom-
jit muruïnuudyn daraallyg sonirx³ë.

|xn(t)− x∗(t)| ≤ max
t∈[0,1]

∣∣∣ 1√
n

sin 2πnt
∣∣∣ =

1√
n

n →∞−−−−→. 0

x∗(t)-cägiïn orqind xn(t) funkcüüd xar³¶alagdaj baïna.
Ädgäär daraalal däärx funkcionalyn utgyg bodwol:

J(xn) =

1∫

0

sin2 2πnt

n
(1− 4π2n cos2 2πnt)dt =

1∫

0

[
1− cos 4πnt

n
− π2

2
(1− cos 8πnt)

]
dt =

1
2n
−π2

2
< 0 = J(x∗)

Sanamj. xn(t) ba x∗ funkcuudyn ulamjlaluud n´ ärs ¶l-
gaataï baïna. Üüniïg ²algawal:

|x′n−x∗′| =
∣∣∣ 2√

n
n·cos 2πnt−0| = 2n| cos 2πnt| → ∞, n →∞ üed

1.2 Wariacyn arga

Orqny sul minimumyn cägiïn onowqtoï nöxcliïg gar-
gaxad änä argyg a²igladag. η = η(t) funkciïg todorxoïl³ë.

η(t) ∈ C1(T ), η(t0) = η(t1) = 0 (1.6)
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BÜLÄG 1. Wariac toolol

Bolomjit muruïn wariacyg awq üz´e. δx(t) = εη(t), ε du-
ryn too bögööd t-ääs xamaaraxgüï. Xäräw x(t) ∈ D bol
x̃(t) = x(t) + δx(t) ∈ D.

Funkcionalyn wariac

J(x) =
t1∫
t0

F (x, x′, t)dt funkcionalyn öörqlöltiïg sonirx³ë.

Üünd x = x(t), x̃ = x̃(t), t ∈ T = [t0, t1] bolno.

∆J(x) = J(x̃)− J(x) =

t1∫

t0

[F (x̃, x̃′, t)− F (x, x′, t)]dt.

x = x(t) ba η = η(t)-iïn todorxoï utguudad ∆J(x) n´ ε-ääs
xamaarsan funkc baïna. F (x, x′, t) funkciïg Teïloryn cu-
waagaar zadalbal:

F (x̃, x̃′, t)−F (x, x′, t) = ε
∂F (x, x′, t)

∂x
η(t)+ ε

∂F (x, x′, t)
∂x′

η′(t)+

+
1
2

[
ε2 ∂2F (x, x′, t)

∂x2
η2(t) + 2ε2 ∂2F (x, x′, t)

∂x∂x′
η(t)η′(t)+

+ε2 ∂2F (x, x′, t)
∂x′2

η′2(t)
]

+ 0(ε2).

Funkcionalyn öörqlöltiïg daraax xälbärt taw³¶.

∆J(x) = εδJ(x) +
ε2

2
δ2(x) + 0(ε2),

0(ε2)
ε2

→ 0, ε → 0 (1.7)

δJ-g funkcionalyn 1-r wariac gäj närlänä. δ2J-g funkcio-
nalyn 2-r wariac gäj närlänä.

δJ =

t1∫

t0

[
∂F (x, x′, t)

∂x
η(t) +

∂F (x, x′, t)
∂x′

η′(t)
]

dt (1.8)
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BÜLÄG 1. Wariac toolol

δ2J=
t1∫

t0

[
∂2F

∂x2
η2(t)+2∂2F (x, x′, t)

∂x∂x′
η(t)η′(t)+∂2F (x, x′, t)

∂x′2
η′2(t)

]
dt

(1.9)

Teorem 1. x∗ = x∗(t) ∈ D n´ J(x) funkcionalyn orqny sul
minimumyn cäg bolog. Tägwäl (1.6) nöxcliïg xangadag büx
η(t) funkcuudyn xuw´d

δJ(x∗) = 0 (1.10)

δ2J(x∗) ≥ 0 (1.11)
nöxclüüd bielägdänä.

Batalgaa. Äsrägääs n´ batal³¶. δJ(x∗) = α 6= 0 gäe.
Tägwäl (1.7)-aas

∆J(x∗) = ε

[
δJ(x∗) +

ε

2
δ2J(x) +

0(ε2)
ε

]
=

= ε

[
α +

ε

2
δ2J(x∗) +

O(ε2)
ε

]
.

ε-iïn tämdgiïg songoxdoo α-iïn tämdgiïn äsrägäär aw³¶.
ε-iïg xürälcäätäï baga baïxaar awbal ∆J(x∗) < 0 bolox ba
x̃(t) = x∗ + εη(t), x∗(t) funkcuud ba tädgääriïn ulamjla-
luud xoorondoo baga ¶lgagdana. Ööröör xälbäl,

|x̃(t)− x∗(t)| = |ε||η(t)| ≤ |ε| max
t∈[t0,t1]

|η(t)|,

|x̃′(t)− x∗′(t)| = |ε||η′(t)| ≤ |ε| max
t∈[t0,t1]

|η′(t)|.

η(t), η′(t) funkcuud [t0, t1] däär tasraltgüï uqir zaaglagd-
san baïna. Nögöö talaar ∆J(x∗) < 0 tul x∗ n´ orqny sul
minimumyn cäg gädägt xar²ilj baïna. Odoo (1.10) nöxcöl
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BÜLÄG 1. Wariac toolol

bielägdääd (1.11) bielägdäägüï gäj üz´e. δ2J(x∗) < 0 bolog.
Tägwäl

∆2J(x∗) =
ε2

2
δ2J(x∗) + O(ε2) = ε2

[
1
2
δ2J(x∗) +

O(ε2)
ε2

]
.

ε-iïn xürälcäätäï baga üed ∆J(x∗)-iïn tämdäg n´ δ2J(x∗)-
iïn tämdägtäï adilxan baïna. Tägwäl ∆J(x∗) < 0 bolj
daxin zörqild xüräw. Iïmd teorem batlagdaw. ¥
δJ(x∗), δ2J(x∗) ilärxiïläld (1.6) nöxcöliïg xangasan du-
ryn η(t) funkcuud orolcson uqraas (1.10), (1.11) nöxcliïg
²algaxad nilään tüwägtäï gädäg n´ xaragdaj baïna. Iïmd
(1.10) ilärxiïlliïg x¶lbarqil³¶. Üüniï tuld tuslax qa-
naryn daraax ür dün a²iglana.
Lagranjiïn Lemm. Xäräw

t1∫

t0

a(t)η(t)dt = 0 (1.12)

täncätgäl n´ T = [t0, t1] zawsart todorxoïlogdson büx tas-
raltgüï funkcuud a(t) bolon (1.6) nöxcliïg xangadag η(t)
funkcuudyn xuw´d bielägddäg bol a(t) ≡ 0, t ∈ [t0, t1] bolno.
Batalgaa. Äsrägääs batal³¶. Tägwäl τ ∈ (t0, t1) cäg or²ix
bögööd a(τ) > 0 nöxcöl bielägdänä. a(t) tasraltgüï uqir
ε > 0, α > 0 or²ix ba

a(t) > α, t ∈ [τ − ε, τ + ε] ⊂ [t0, t1].

η(t) funkc baïguul³¶.

η(t) =
{

(t− τ + ε)2(t− τ − ε)2, t ∈ [τ − ε, τ + ε]
0, t ∈ [τ − ε, τ + ε]
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Änä funkciïn xuw´d (1.12) mön l xüqintäï baïna.
t1∫

t0

a(t)η(t)dt > α

τ+ε∫

τ−ε

(t− τ + ε)2(t− τ − ε)2dt =:





t− τ = y
t− τ = τ − ε
y1 = τ − ε− τ = −ε
y2 = τ + ε− τ = ε





:= α

ε∫

−ε

(y + ε)2(y − ε)2dy > 0

bolj zörqild orow. Iïmd a(t) ≡ 0, t ∈ (t0, t1) bolox ba a(t)
tasraltgüï uqraas lim

τ→t0
a(τ) = 0, lim

τ→t1
a(τ) = 0.

Teorem 2. Xäräw x = x(t) n´ J(x) funkcionalyn orqny
sul minimumyn cäg bol änä n´ daraax Äïler-Lagranjiïn
differencial täg²itgäliïg xangana.

∂F (x, x′, t)
∂x

− d

dt

(∂F (x, x′, t)
∂x′

)
= 0 (1.13)

Batalgaa. x = x(t) orqny sul minimumyn cäg uqraas
δJ(x) = 0 bielägdänä.

δJ(x) =

t1∫

t0

[
∂F (x, x′, t)

∂x
η(t) +

∂F (x, x′, t)
∂x′

η′(t)
]

dt.

Nögöö talaar (
∫

udv = vu−∫
vdu) xäsägqilän integralqlax

argyg a²iglawal:
t1∫

t0

∂F

∂x′
η′(t)dt =

t1∫

t0

∂F (x, x′, t)
∂x

dη(t) =
∂F

∂x′
η(t)

∣∣∣
t1

t0
−

−
t1∫

t0

d

dt

(∂F

∂x′
)
η(t)dt ba η(t0) = η(t1) = 0
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tul δJ(x) =
t1∫
t0

[
∂F

∂x
− d

dt

(∂F

∂x′
)]

η(t)dt = 0.

Üünd F = F (x, x′, t).

Iïmd ömnöx Lemm ësoor ∂F ∗

∂x
� d

dt

(∂F ∗

∂x′
)
=0 bolj batlagdaw.¥

Xäräw (1.13)-g zadalj biqwäl:

∂2F (x, x′, t)
∂x′2

x′′(t)+∂F (x, x′, t)
∂x′∂x

x′(t)+∂2F (x, x′, t)
∂x′∂t

−∂F (x, x′, t)
∂x

=0

gäsän 2-r ärämbiïn ²ugaman bi² differencial täg²itgäl
garna. Änä täg²itgäliïn erönxiï ²iïd n´ xoër togtmol
aguulax bögööd tüüniïg x(t0) = x0, x(t1) = x1 nöxcölüüdääs
todorxoïlno. (1.13) täg²itgäliïg xangadag ²iïd büriïg
äkstremal´ gäj närlänä. Bodlogyn tawild d

dt

(∂F (x, x′, t)
∂x′

)

ilärxiïläl n´ x′′(t)-yg aguulsan bögööd x(t) -iïn funkciïn
2-r ärämbiïn ulamjlal or²ix baïx tuxaï ogt durdaagüï
bilää. Gäwq Gil´bert ∂F (x, x′, t)

∂x′2
6= 0 nöxcöl bielägdäj

baïgaa üed äkstremaliïn xuw´d x′′(t) ürgälj or²dog ba tas-
raltgüï gädgiïg xaruuljää.

Odoo Äïler-Lagranjiïn täg²itgäliïg ²injil´e.
Xäräw ∂2F

∂x′2
= 0 bol F (x, x′, t) funkc n´ x-iïn xuw´d ²ugaman

baïna. Ööröör xälbäl F (x, x′, t) = A(x, t)+B(x, t)x′. Üüniïg
Äïler-Lagranjiïn täg²itgäld orluulbal:

∂F

∂x
=

∂A

∂x
+

∂B

∂x
x′,

∂F

∂x′
= B(x, t)

∂2F

∂x′∂t
=

∂B(x, t)
∂x

x′ +
∂B

∂t
,

∂F (x, x′, t)
∂x

− d

dt

∂F (x, x′, t)
∂x′

=
∂A

∂x
+

∂B

∂x′
x′−∂B(x, t)

∂x
x′−∂B

∂t
= 0

∂B

∂t
− ∂A

∂x
= 0 (1.14)
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Änä ilärxiïläl n´ äswäl adiltgal baïna, äswäl täg²it-
gäl baïna. 2 dax´ toxioldold (1.14) täg²itgäliïn ²iïd
P (x, t) = 0 bolox ba xäräw änä muruï n´ ögögdsön 2 cä-
giïg daïrq garq baïwal äkstremal´ bolno. Xäräw (1.14)
adiltgal baïsan bol A =

∂u

∂t
, B =

∂u

∂x
, üünd u = u(x, t)

tasraltgüï tuxaïn ulamjlaluudtaï funkc µm. Änä üed
∂2u

∂x∂t
− ∂2u

∂x∂t
= 0 bolno. F (x, x′, t) funkcionaliïn xälbär

n´ F (x, x′, t) =
∂u

∂t
+

∂u

∂x
x′.

J(x) =

t1∫

t0

(∂u

∂t
+

∂u

∂x
x′

)
dt =

t1∫

t0

(∂u

∂t
dt +

∂u

∂x
dx

)
=

t1∫

t0

d(u(x, t)) = u(x, t)
∣∣∣
t1

t0
= u(x1, t1)− u(x0, t0).

Änä toxioldold integral n´ integralqlax zamaas ogt xa-
maaraxgüï ba ögögdsön cägüüdiïn baïrlalaas xamaarq baïna.
Funkcional´ n´ zamaas xamaraxgüï togtmol utga awq baïna.
Änä üed Wariacyn bodlogo utgaa aldaj baïna. Iïmd caa-
²id bid ∂2F (x, x′, t)

∂x′2
6= 0 gäj üzäx bolno. Odoo daraax

toxioldluudyg awq üz´e.

a) F (x, x′, t) = F (x′)
d

dt

(∂F

∂x′
)

=
∂2F

∂x′2
x′′,

∂F

∂x
= 0.

Äïler-Lagranjiïn täg²itgäliïg biqwäl:
∂F

∂x
− d

dt

(∂F

∂x′
)

=
∂2F

∂x′2
x′′ = 0 ⇒ ∂2F

∂x′2
x′′ = 0.

Ändääs ∂2F

∂x′2
6= 0 tul x′′ = 0 ba x = C1t + C2 ²uluun bolj

baïna.

13
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w) F (x, x′, t) = F (x′, t). Änä toxioldold ∂F

∂x
= 0 tul

d

dt

(∂F

∂x′
)

=
∂2F

∂x′2
x′′ +

∂2F

∂x′∂t
ba d

dt

(∂F

∂x′
)

= 0 ⇒ ∂F

∂x′
= const.

Änä n´ x′ ba t-ääs xamaarsan 1-r ärämbiïn differencial
täg²itgäl bolno.

c) F (x, x′, t)=F (x, x′), F (x, x′, t)− x′
∂F (x, x′, t)

∂x′
=F − x′

∂F

∂x′täncätgäliïn 2 talyg t-äär differencialqil³¶.
d

dt

[
F − x′

∂F

∂x′
]

=
∂F

∂x′
x′ + x′′

∂F

∂x′
− x′′

∂F

∂x′
− x′

d

dt

(∂F

∂x′
)

=

= x′
[∂F

∂x
− d

dt

(∂F

∂x′
)]

= 0.

Iïmd äkstremaliïn xuw´d F − x′
∂F

∂x′
= const bielägdänä.

Änä n´ x′, x-ääs xamaarsan 1-r ärämbiïn differencial täg-
²itgäl bolno. Üüniïg a²iglan 2-r ji²ääniï bodoltyg
güïcätgäwäl:

J(x) = 2π

t1∫

t0

x
√

1 + x′2dt

tul x
√

1 + x′2 − x · x′2√
1 + x′2

= C1. Ändääs x(1 + x′2)− x · x′2 =

C1

√
1 + x′2, x = C1

√
1 + x′2 bolox ba

x2 = C2
1 (1 + x′2), C2

1x′2 = x2 − C2
1

Ändääs

x′ =

√
x2 − C2

1

C2
1

=
1
C1

√
x2 − C2

1 .

dx

dt
=

√
x2 − C2

1

C1
⇒ C1dx√

x2 − C2
1

= dt ⇒

14
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C1 ln
(

x +
√

x2 − 2
1

)
= t + C2

Ändääs zaxyn nöxcliïg a²iglan C1, C2-g olno.
Ji²ää 5. Daraax funkcionalyn äkstremaliïg ol.

J(x) =

1∫

0

(12xt + xx′ + x′2)dt,

{
x(0) = 1
x(1) = 4

Lagranjiïn täg²itgäl zoxioë.
12t + x′ − x′ − 2x′′ = 0, x′′ = 6t, x′(t) = 3t2 + C1, x(t) = t3 +
C1t+C2. Zaxyn nöxcölöös C1 ba C2-g olbol C1 = 2, C2 = 1.
Iïmd äkstremal´ n´ x = x(t) = t3 + 2t + 1 bolno.
Odoo 3-r ji²ää buµu xamgiïn xurdan ²iljiltiïn muruïg
olox bodlogyg bod³ë.

0 t0 t1

x1

x

t
F (x, x′, t) =

√
1 + x′2√

2gx
, x(t0) = 0,

x(t1) = x1, F − x′
∂F

∂x′
= const,

√
1 + x′2√

2gx
−x′

1√
2gx

· 2x′√
1 + x′2

=C

1 + x′2 − x′2√
2gx

√
1 + x′2

= C

2gx(1 + x′2) =
1

C2
⇒ x =

k

1 + x′2
.

Iïmd Lagranjiïn täg²itgäliïn ²iïd:




t =
k

2
(ϕ− sinϕ) + k2

x =
k

2
(1− cosϕ), k1 > 0, t ∈ (0, 2π)

xälbärtäï bolno. k1, k2-g x(t0) = 0, x(t1) = x1 nöxcölöös
olno.
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Ji²ää 6. (Äkstremal´ coryn ganc or²dog bolowq glo-
bal´ ²iïd bi² baïx toxioldol)

J(x) =

3π
2∫

0

(x′2(t)− x2(t)dt, x(0) = x
(3π

2

)
= 0.

∂F

∂x
− d

dt

(∂F

∂x′
)

= −2x(t)− 2x′′(t) = 0, x′′ + x = 0.

Änä täg²itgäliïn ²iïd n´
x(t) = C1 sin t + C2 cos t.

Coryn ganc ²iïd n´ x∗ = x∗(t) = 0, t ∈ [0, 3
π

2
].

Gäwq änä n´ bodlogyn global´ ²iïd bolj qadaxgüï, uqir
n´ zorilgyn funkc dooroosoo zaaglagdaagüï baïna.
Ji²äälbäl, xn(t) = n sin

2
3
t, n = 1, 2, . . . daraalal awaxad

J(xn)=

3π
2∫

0

(4n2

9
cos2

2t

3
�n2 sin2 2t

3

)
dt=−5πn2

12
n →∞, n →∞ üed.

Nögöö talaar, x̄n(t) =
1
n

sin
2t

3
, n = 1, 2 . . . daraalal awaxad

|x̄n(t)− x∗| =
∣∣∣ 1
n

sin
2t

3

∣∣ =
1
n
→ 0, n →∞ üed

|x̄′n(t)− x∗′| = max
t∈[0, 3π

2
]

∣∣∣ 2
3n

cos
2t

3

∣∣∣ =
2
3n

→ 0, n →∞ üed.

Ööröör xälbäl x∗ ≡ 0 cägiïn sul orqind x̄n(t) daraallyn
cägüüd or²ij baïna.
Gäwq

J(x̄n) =

3π
2∫

0

(4n2

9
cos2

2t

3
− 1

n2
sin2 2t

3

)
dt = − 5π

12n2
< 0 = J(x∗)
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Iïmd x∗ orqny sul minimumyn cäg q bolj qadaxgüï.
Ji²ää 7. (Äkstremal´ coryn ganc or²dog bögööd glo-
bal´ minimumyn cäg baïx)

J(x) =

1∫

0

x′2(t)dt → min, x(0) = x(1) = 0.

Äïler-Lagranjiïn täg²itgäl zoxioj äkstremaliïg olbol:

x′′ = 0 ⇒ x∗(t) ≡ 0 J(x) ≥ J(x∗) = 0, x ∈ D.

Ji²ää 8. (Äkstremal´ n´ sul minimuyn cäg bolowq,
xüqtäï minimumyn cäg bolj qadaxgüï toxioldol)

J(x) =

1∫

0

x′3(t)dt → inf,

x(0) = 0, x(1) = 1.

∂F

∂x
= 0.

∂F

∂x′
= 3x′2 tul Äïler-Lagranjiïn täg²itgäl

daraax xälbärtäï bolno.
d

dt
(3x′2) = 0 ⇒ 3x′2 = C, x′ = C1

x = C1t + C2, x∗(t) = t
η(t) ∈ C1(T ) : η(0) = η(1) = 0, T = [0, 1] bolog. Tägwäl
x∗(t) + η(t) funkc n´ bolomjit muruï bolox n´ ilärxiï.

J(x∗(t) + η(t)) =

1∫

0

((t + η(t))′3dt =

1∫

0

(1 + η′(t))3dt =

1∫

0

(1+3η′2+3η′+η′3)dt = J(x∗(t))+3

1∫

0

η′(t)dt+

1∫

0

(3η′2+η′3)dt =

17
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= J(x∗(t)) +

1∫

0

(3η′2 + η′3)dt

Xäräw 3η′2 + η′3 ≥ 0 buµu η′2(3+ η′) ≥ 0, t ∈ [0, 1], η′ ≥ −3
buµu ||η′||C1 = max

t∈[0,1]
||η′(t)|| ≤ 3 üed J(x∗ + η) ≥ J(x∗) bolj

x∗(t) n´ orqny sul minimumyn cäg bolno. Nögöö talaar
xn(t) = x∗(t)+δn(t) funkcuudyn daraalal baïguul³¶. Üünd
δn(0) = δn(1) = 0.

δ′n(t) =





−√n, 0 ≤ t ≤ 1
n√

n

(n− 1)
,

1
n

< t ≤ 1

Odoo xn daraalal n´ x∗ cägiïn ε orqind or²ix buµu
||xn−x∗n||C = ||δn(t)||C = max

t∈[0,1]
||δn(t)| ≤ ε gädgiïg xaruul´¶.

0 ≤ t ≤ 1
n

, t ∈ (0, 1) üed δn(t) =
t∫
0

δ′n(t)dt =
t∫
0

−√ndt =

−√nt ba mön δn(t) funkciïg 0 ≤ t ≤ 1,
1
n

< t ≤ 1 üed

δn(t) =

t∫

0

δ′n(t)dt =

1
n∫

0

δ′n(t)dt +

t∫

1
n

δ′n(t)dt =

=

1
n∫

0

(−√n)dt +

t∫

1
n

( √
n

n− 1

)
dt = − 1√

n
+

√
n

n− 1

(
t− 1

n

)

gäj tus tus olbol:

δn(t) =





−√nt 0 ≤ t ≤ 1
n

− 1√
n

+
√

n

(n− 1)

(
t− 1

n

)
,

1
n

< t ≤ 1

18
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max
t∈[0,1]

|δn(t)| = max{ max
t∈[0, 1

n
]
‖ − √nt, ‖, max

t∈[ 1
n

,1]
| −1√

n
+

√
n

n− 1

(
t −

1
n

)
|} = max

{
1√
n

, 0
}

=
1√
n
→ 0, n →∞ üed.

Nögöö talaar

J(xn)=J(x∗)+
1∫

0

(3x′2+x′3)dt=1+

1
n∫

0

(3x′2+x′3)dt+
1∫

1
n

(3x′2+x′3)dt =

= 1 +

1
n∫

0

(3n− n
√

n)dt +

1∫

1
n

(
3 · n

(n− 1)2
+

n
√

n

(n− 1)3
)
dt =

= 1 + (3n− n
√

n)
1
n

+
(
3 · n

(n− 1)2
+

n
√

n

(n− 1)3
)
·
(
1− 1

n

)
=

= 1 + 3−√n +
3n

(n− 1)2
· (n− 1)

n
+

n
√

n

(n− 1)3
· (n− 1)

n
=

= 4−√n +
3

n− 1
+

√
n

(n− 1)2
→ −∞, n →∞ üed.

Iïmd inf J(x) = −∞ bolox bögööd x∗ cäg n´ xüqtäï mini-
mumyn cäg bolj qadaxgüï.
Ji²ää 9. (Äkstremal´ or²dog bögööd coryn ganc glo-
bal´ minimumyn cäg bolowq C1[t0, t1] angid xar³¶alagdax-
güï.)

J(x) =

1∫

0

t
2
3 x′2(t)dt → inf, x(0) = 0, x(1) = 1.

Änä bodlogyn xuw´d Äïler-Lagranjiïn täg²itgäl zoxio-
wol:

d

dt
(2t

2
3 x′) = 0, t

2
3 x′ = C1

dx

dt
= C1t

− 2
3 ,
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x(t) =
∫

C1t
− 2

3 dt = C1t
1
3 + C2.

Ändääs x∗ = t
1
3 = 3

√
t, x∗′ =

1
3
t−

2
3

J(x∗) =

1∫

0

t
2
3
1
9
t−

4
3 dt =

1
9

1∫

0

t−
2
3 dt =

1
3

3
√

t|10 =
1
3

Nögöö talaas x∗(t) = t
1
3 global´ minimumyn cäg bolno.

Däärx funkcionalyn xuw´d üüniïg ²algawal: duryn x̃,
η(t) ∈ C1[0, 1] : η(t) = η(1) = 0 funkcüüdiïn xuw´d J(x̃) ≥
J(x∗) täncätgäl bi² ilärxiï bielägdänä. Gäwq x∗(t) = t

1
3 /∈

C1[0, 1] ilärxiï µm.

Ji²ää 10. J(x)=
T∫
0

(x′2(t)−x2(t)dt → inf, x(0)=0, x(T )=0

Änä funkcionalyg
T∫
0

(x′(t)−x(t)ctgt)2dt xälbärt taw³¶. Üüniïg
²algawal:
T∫

0

(x′(t)−x(t)ctgt)2dt =

T∫

0

(x′2+x2ctg2t−2x′xctgt)dt =

T∫

0

(x′2−x2)dt.

Äïleriïn täg²itgäl n´ x′′+x = 0. Erönxiï ²iïd n´ x(t) =
C1 cos t + C2 sin t. x(0) = 0 tul C1 = 0, x(t) = C2 sin t.
Äkstremaliïg T -ääs xamaaruulan ²injil´e. Xäräw T ≤ π
bol C2 = 0 ba x∗(t) = 0

J(x) =

T∫

0

(x′(t)− x(t)ctgt)2dt ≥ J(x∗) = 0.

Iïmd äkstremal´ x∗ = 0 n´ bodlogyn global´ minimumyn
cäg bolno. T = π üed x∗(t, C) = C sin t too tom²güï olon
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²iïdtäï. Änä üed

J(x∗)=
T∫

0

(C2 cos2 t−C sin2 t)dt=C2

π∫

0

cos 2tdt=C2

2
sin 2t|π0=0.

Odoo T > π gäe. Tägwäl x(t, λ) = λ sin
(πt

T

)
gäwäl

J(x(t, λ)) =
Tλ2

2

( π2

T 2
− 1

)
→ +∞, λ →∞.

λ → 0 üed ||x(t, λ) − x∗||C1 ≤ ε bolox ba x∗(t) n´ orqny sul
minimumyn q cäg bolj qadaxgüï baïna. Iïmd:
1. T ≤ π üed J(x∗) = 0
2. T = π üed Äïler-Lagranjiïn täg²itgäl coryn ganc
²iïdtäï bögööd änä n´ bodlogyn global´ minimumyn cäg
µm.
3. Xäräw T > π, T = πk, k > 1 bol Äïler-Lagranjiïn täg-
²itgäl too tom²güï olon ²iïdtäï bögööd ädgäär n´ xüqtäï
ba sul minimumyn cägiïn al´ n´ q bolj qadaxgüï.
4. T > π, T 6= πk üed Äïler-Lagranjiïn täg²itgäl coryn
ganc ²iïdtäï bögööd änä ²iïd n´ xüqtäï ba sul minimu-
myn cägiïn al´ n´ q bolj qadaxgüï baïna.
Ji²ää 11. (Äïler-Lagranjiïn täg²itgäld näg q ²iïd
or²ixgüï toxioldol)

J(x) =

1∫

0

t2x′2dt → min, x(0) = 0, x(1) = 1.

Äïler-Lagranjiïn täg²itgäl d

dt
(2t2x′) = 0. Tüüniï erön-

xiï ²iïd n´ x(t) =
C

t
+D bögööd anxny nöxcliïg xangaxgüï

baïna. Tüünääs gadna änä bodlogyn ²iïd absolµt tasralt-
güï funkciïn angid or²ixgüï baïna. Uqir n´ xäräw bid
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daraax daraallyg songon awbal:

yn(t) =





nt, 0 ≤ t ≤ 1
n

1,
1
n
≤ t ≤ 1

üed

y′n(t) =





n, 0 ≤ t ≤ 1
n

0,
1
n
≤ t ≤ 1

bolox ba

J(yn) =

1∫

0

t2y′2n dt =

1
n∫

0

t2n2dt = n2 · t3

3
|
1
n
0 =

3
n
→ 0, n →∞.

Iïmd änä bodlogyn xuw´d ²iïd or²ixgüï bolowq, bagasgagq
daraalal or²ij baïna. Odoo orqny xüqtäï minimumyn cä-
giïn xuw´d onowqtoï nöxcliïg ²algaxyn tuld daraax Lemm
batal³¶.
Lemm. (Dµbua-Reïmond) Xäräw a(t) tasraltgüï funkciïn

xuw´d
t1∫
t0

a(t)β(t)dt = 0 täncätgäl n´
t1∫
t0

β(t)dt = 0 nöxcliïg

xangadag büx tasraltgüï funkcüüd β(t)-iïn xuw´d bieläg-
däj baïwal a(t) ≡ const, t ∈ [t0, t1] baïna.
Batalgaa. Dundjiïn teorem ësoor togtmol too C or²ix

bögööd
t1∫
t0

a(t)dt = C(t1 − t0) ⇒
t1∫
t0

[a(t) − C] = 0 bielägdänä.

Ändääs β(x)-iïn xuw´d
t1∫
t0

[a(t) − C]β(t)dt =
t1∫
t0

a(t)β(t)dt −

C
t1∫
t0

β(t)dt = 0.
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Xäräw β(t) = a(t)− C gäj awbal
t1∫
t0

[a(t)− C]2dt = 0, ⇒
a(t) ≡ C, t ∈ [t0, t1].

1.3 Weïer²trassyn zaïl²güï nöxcöl

f : Rn → R differencialqlagddag funkc awq üz´e.

Ef (x, y) = f(y)− f(x)− < f ′(x), y − x >

nöxclöör tordorxoïlogdson

Ef : Rn × Rn → R

funkciïg Weïer²trassyn funkc gäj närlänä. l, m-n´ xoër
wektoryn skal¶r ürjwäriïg tämdäglänä. Xäräw f güdgär
funkc bol Ef (x, y) ≥ 0, (x, y) ∈ Rn × Rn ilärxiï µm.
Wariac toollyn ündsän bodlogyg awq üz´e.

J(x) =

t1∫

t0

F (x, x′, t) → min, (1.15)

x(t0) = x0, x(t1) = x1, (1.16)

üünd F (x, x′, t) büx xuw´sagquudynxaa xuw´d tasraltgüï differ-
ncialqlagdana. Odoo Äïler-Lagranjiïn täg²itgäliïn inte-
gral xälbäriïg garga¶. Üüniï tuld (1.15) bodlogyn xuw´d
funkcionalyn 1-r wariacyg x∗ = x∗(t) äkstremal´ däär
biqwäl:

δJ(x∗) ,
t1∫

t0

[
∂F (x∗, x∗′, t)

∂x
η(t) +

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x′

η′
]

dt = 0
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t1∫

t0

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x

η(t) =

t1∫

t0


− d

dt

t1∫

t

∂F (x∗, x∗′, τ)
∂x′

dτ


 η(t)dt =:





dv = − d

dt

[
t1∫
t

∂F (x∗, x∗′, τ)
∂x

dτ

]
dt, v = −

t1∫
t

∂F (x∗, x∗′, τ)
∂x

dτ

u = η(t) du = η′(t)dt



 :=

−
t1∫

t0

∂F (x∗, x∗′, τ)
∂x

dτ ·η(t)
∣∣∣
t1

t0
+

t1∫

t0




t1∫

t

∂F (x∗, x∗′, τ)
∂x

dτ


 η′(t)dt.

Tägwäl

δJ(x∗) =

t1∫

t0


∂F (x∗, x∗′, t)

∂x′
+

t1∫

t0

∂F (x∗, x∗′, τ)
∂x

dτ


 η′(t)dt = 0.

Ömnöx Lemmyg a²iglawal x∗(t) äkstremal´ n´ daraax Äïler-
Lagranjiïn täg²itgäliïn integral xälbäriïg xangana.

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x′

+

t1∫

t0

∂F (x∗, x∗′, τ)
∂x

dτ = C

Iïmd x∗(t) äkstremaliïn xuw´d

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x′

= −
t1∫

t

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x

dt + C (1.17)

Änä ilärxiïlliïn baruun tal n´ tasraltgüï differen-
cialqlagddag funkc µm. Iïmd züün tal n´ t-äär tasralt-
güï ulamjlaltaï baïx ëstoï. Iïmd äkstremaliïn daguu
d

dt

∂F

∂x′
or²ino. Änä bodlogyn xuw´d Weïer²trassyn funk-

ciïg biqwäl:

B(x, x′, y, t)=F (x, y, t)−F (x, x′, t)−Fx′(x, x′, t)(y−x′) (1.18)
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Teorem 3. x∗ = x∗(t) n´ (1.15) bodlogyn äkstremal´ bolog.
Tägwäl x∗(t) n´ (1.15) bodlogyn orqny xüqtäï minimumyn
cäg baïx zaïl²güï nöxcöl n´ duryn y ∈ R ba t ∈ (t0, t1)-iïn
xuw´d B(x∗, x∗′, y, t) ≥ 0 bielägdäj baïx ¶wdal µm. (Änä
nöxcliïg xüqtäï minimumyn cägiïn Weïer²trassyn nöx-
cöl gäj närlänä.)

Batalgaa. Xäräw F (x, x′, t) funkcional´ n´ x′-iïn xuw´d
güdgär bol däärx nöxcöl ilärxiï bielägdänä. Duryn τ ∈
(t0, t1)-iïn xuw´d äeräg too ε-g ε + τ < t1 baïxaar songoë.
Mön 0 < λ < ε bolog. η(t, λ)-äär daraax tasraltgüï funk-
ciïg tämdägläwäl:

η(t, λ) =





0, t /∈ [τ, τ + ε] üed
λy, t = τ + λ, y ∈ R üed
²ugaman funkc t ∈ [τ, τ + λ] ba t ∈ [τ + λ, τ + ε].

t0 τ τ + λ τ + ε t1
t

λy

x

η′(t, λ) =





0, t /∈ [τ, τ + ε] üed
y, t ∈ [τ, τ + λ] üed
− λy

(ε− λ)
t ∈ [τ + λ, τ + ε] üed.

η(t, λ) funkc n´ "züü" xälbärtäï baïna. Odoo x(t, λ) -g baï-
guul³¶.

x(t, λ) = x∗(t) + η(t, λ)
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Mön ϕ(λ) funkciïg ϕ(λ) = J(x(t, λ)) gäj todorxoïlbol:

ϕ(λ) =

t1∫

t0

F (x(t, λ), x′(t, λ), t)dt =

t1∫

t0

F (x∗+η(t, λ), x∗′(t, λ)+η′(t, λ), t)dt =

= J(x∗) +

τ+λ∫

τ

F (x∗ + (t− τ)y, x∗′ + y, t)dt+

τ+ε∫

τ+λ

F

(
x∗ + λy − λy(t− τ − λ)

ε− λ
, x∗′ − λy

ε− λ
, t

)
dt−

τ+ε∫

τ

F (x∗, x∗′, t)dt

Änä funkcääs λ parameträär ulamjlal awbal

ϕ′(λ) =

τ+λ∫

τ

[
∂F (x∗ + (t− τ)y, x∗′ + y, t)

∂x
· 0 +

∂F

∂x′
x′λ

]
dt+

F (x∗ + (τ + λ− τ)y, x∗′ + y, τ + λ)+
τ+ε∫

τ+λ

[∂F (x∗ + (t− τ)y, x∗′ + y, t)dt

∂x
·
(
y−y(t− τ − λ) + λy(t− τ − λ)

(ε− λ)2
)
+

∂F (x∗ + (t− τ)y, x∗ + y, t)
∂x′

·
(
−y(ε− λ) + λy

(ε− λ)2
)]

dt−

F
(
x∗ + λy − λy(τ + λ− τ − λ)

ε− λ
, x∗′ − λy

ε− λ
, τ + λ

)
.

Odoo λ = 0 üed ϕ′(0)-g ol³ë.

ϕ′(+0) = F (x∗, x∗′ + y, τ)+

+

τ+ε∫

τ

[
∂F (x∗, x∗′, t)

∂x

(
y − y(t− τ)ε

ε2

)
+

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x′

(
−yε

ε2

)]
dt−

26



BÜLÄG 1. Wariac toolol

−F (x∗, x∗′, τ) = F (x∗, x∗′ + y, τ)− F (x∗, x∗′, τ)+

+y

τ+ε∫

τ

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x

dt− y

ε

τ+ε∫

τ

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x′

dt−

−y

ε

τ+ε∫

τ

[
∂F (x∗, x∗′, t)

∂x′
(t− τ)

]
dt.

Odoo
∣∣∣∣∣∣
y

ε

τ+ε∫

τ

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x′

(t− τ)dt

∣∣∣∣∣∣
≤ |y|

ε
·M ·

τ+ε∫

τ

(t− τ)dt =

M |y|
ε

· (t− τ)2

2

∣∣∣
τ+ε

τ
=

M |y|
2

ε

gädgiïg xargalzan üzwäl:

ϕ′(+0) = F (x∗, x∗′ + y, τ)− F (x∗, x∗′, τ)+

+y

τ+ε∫

τ

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x

dt− y

ε

τ+ε∫

τ

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x′

dt + 0(ε).

Äïler-Lagranjiïn täg²itgäliïn integral xälbäriïg a²ig-
la¶.
∂F (x∗, x∗′, t)

∂x′
+

t1∫

t

∂F (x∗, x∗′, τ)
∂x

dτ = C tul

∂F (x∗(τ + ε), x∗′(τ + ε), τ + ε)
∂x′

= C −
t1∫

τ+ε

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x

dt

bolox ba ändääs
∂F (x∗(τ + ε), x∗′(τ + ε), τ + ε)

∂x′
− ∂F (x∗, x∗′, τ)

∂x
=
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t1∫

τ

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x

dt−
t1∫

τ+ε

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x

dt =

τ+ε∫

τ

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x

dt

Tägwäl

ϕ′(+0) = F (x∗, x∗′ + y, τ)− F (x∗, x∗′, τ)− y
∂F (x∗, x∗′, τ)

∂x′
+

+y


∂F (x∗(τ + ε), x∗′(τ + ε), τ + ε)

∂x′
− 1

ε

τ+ε∫

τ

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x′

dt


+0(ε)

lim
ε→0+

1
ε

τ+ε∫

τ

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x′

dt = lim
ε→0+

∂F (x∗(τ + ε), x∗′(τ + ε), τ + ε)
∂x′
1

=

=
∂F (x∗, x∗′, τ)

∂x′
tul ϕ′(+0) ilärxiïläld ε → 0 gäj üzwäl

ϕ′(+0) = F (x∗, x∗′ + y, τ)− F (x∗, x∗′, τ)− y
∂F (x∗, x∗′, τ)

∂x′
.

Nögöö talaar, xäräw x∗(t) n´ (1.15) bodlogyn orqny xüqtäï
minimumyn cäg bol ϕ′(+0) ≥ 0 nöxcöl bielägdänä. (Uqir
n´ ϕ(λ) ≥ ϕ(0), |λ| ≤ δ, ∃δ > 0).
Ööröör xälbäl, 0 cäg n´ ϕ(λ) funkciïn orqny minimumyn
cäg bol ϕ′(+0) ≥ 0 ilärxiï µm. Iïmd

F (x∗, x∗′ + y, τ)− F (x∗, x∗′, τ)− y
∂F (x∗, x∗′, τ)

∂x
≥ 0

, ∀y ∈ R, ∀τ ∈ [t0, t1] bolj teorem batlagdaw. ¥
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Lejandryn nöxcöl.

Teorem 4. Xäräw x∗ = x∗(t) n´ (1.15)-(1.16) bodlogyn orqny
sul minimumyn cäg bol

∂2F (x∗, x∗′, t)
∂x′2

≥ 0, t ∈]t0, t1[ (1.19)

nöxcöl bielägdänä.

Batalgaa. Äsrägääs n´ batal´¶. Ööröör xälbäl τ ∈ (t0, t1)
cägiïn xuw´d

∂2F (x∗, x∗′, τ)
∂x′2

= α < 0 (1.20)

bielägdänä gäj üz´e. Tägwäl (1.20) ilärxiïlliïn züün tal
n´ tasraltgüï uqraas äeräg too ε1 > 0 or²ix bögööd

∂2F (x∗, x∗′, τ)
∂x′2

<
α

2
< 0, t ∈ (τ−ε1, τ+ε1), τ ∈ (t0, t1) (1.21)

[t0, t1] xärqim däär η = η(t) funkciïg daraax xälbäräär baï-
guul³¶.

η(t)=





sin2 π(t− τ + ε)
2ε

, t ∈ (τ − ε, τ + ε), ε < ε1

0, t /∈ (τ − ε, τ + ε), ε > 0
(1.22)

η′(t) =





π

ε
sin

π(t− τ + ε)
2ε

cos
π(t− τ + ε)

2ε
, t ∈ (τ − ε, τ + ε),

ε < ε1, ε > 0
0, t /∈ (τ − ε, τ + ε)

Nögöö talaar Teorem 1 ësoor δ2J(x∗) ≥ 0 baïx ëstoï.

δ2J(x∗) =

t1∫

t0

[∂2F (x∗, x∗′, t)
∂x2

η2(t) + 2
∂2F (x∗, x∗′, t)

∂x∂x′
η(t)η′(t)+
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+
∂2F (x∗, x∗′, t)

∂x′2
η′2(t)

]
dt ≥ 0

∂2F (x∗, x∗′, t)
∂x2

,
∂2F (x∗, x∗′, t)

∂x∂x′
funkcüüd zaaglagdsan tul

∣∣∣∣
∂2F (x∗, x∗′, t)

∂x2

∣∣∣∣ ≤ M,

∣∣∣∣
∂2F (x∗, x∗′, t)

∂x∂x′

∣∣∣∣ ≤ N, M, N = const

η = η(t) funkciïn xuw´d |η(t)| ≤ 1, |η′(t)| ≤ π

ε
, t ∈ [t0, t1]

gädgiïg baïguulaltaas x¶lbarxan xarj bolno.

δ2J(x∗) =

τ+ε∫

τ−ε

[∂2F (x∗, x∗′, t)
∂x2

η2(t) + 2
∂2F (x∗, x∗′, t)

∂x∂x′
η(t)η′(t)+

+
∂2F (x∗, x∗′, t)

∂x′2
η′2

]
dt < 2Mε + 2N

τ+ε∫

τ−ε

π

ε
dt +

α

2

τ+ε∫

τ−ε

π2

ε2
dt =

= 2Mε +
4Nπε

ε
+

α

2
· π2

ε2
2ε =

=
1
ε
[απ2 + 4Nπε + 2Mε2] =

1
ε
[απ2 + ε(4Nπ + 2Mε)]

α < 0 uqraas ε-iïn xürälcäätäï baga utgand δ2J(x∗) < 0
bolj δ2J(x∗) ≥ 0 gädägt xar²lax uqraas teorem batlagdaw.
¥
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Büläg 2

Wariac toollyn busad
bodloguud

2.1 Bäxlägdsän ba bäxlägdäägüï
.tögsgölüüdtäï wariac toollyn bodlogo

Bäxlägdäägüï tögsgöltäï wariac toollyn bodlogo
I.

J(x) =

t1∫

t0

F (x, x′, t)dt → min, x ∈ C1(T ), (2.1)

üünd T = [t0, t1] ögögdsön. x0, x1-üüd bäxlägdäägüï bolog.
(x0 = x(t0), x1 = x(t1)) Odoo (2.1) bodlogyn orqny sul mi-
nimumyn cägiïn onowqtoï nöxcliïg todorxoïl³ë. Üüniï
tuld argumentiïn wariacyg todorxoïlbol:

x̃(t) = x(t) + εη(t), ε > 0, η(t) ∈ C1(T ).
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Ur´d n´ todorxoïlj baïsantaï adilaar 1-r wariacyg biq-
wäl

δJ(x) =

t1∫

t0

[
∂F (x, x′, t)

∂x
η(t) +

∂F (x, x′, t)
∂x′

η′(t)
]

dt

x∗ sul minimumyn cäg bol δJ(x∗) = 0 baïdag. Iïmd

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x′

η(t)
∣∣∣
t1

t0
+

t1∫

t0

[
∂F (x∗, x∗′, t)

∂x
− d

dt

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x′

]
η(t)dt=0

Teorem 5. x∗ = x∗(t) funkc n´ (2.1) bodlogyn orqny sul
minimumyn cäg bolog. Tägwäl x∗ = x∗(t) n´

∂F

∂x
− d

dt

(∂F

∂x′
)

= 0 (2.2)

gäsän Äïler-Lagranjiïn täg²itgäl ba




∂F (x, x′, t0)
∂x

= 0

∂F (x, x′, t1)
∂x′

= 0
(2.3)

zaxyn nöxcliïg xangana.

Batalgaa.

0

x

A

Bx = x(t)

t0 t1 t

Xäräw x∗=x∗(t)
(AB)-muruï bodlo-
gyn ²iïd bol A ba B
cägüüd däär tögsgö-
lüüdtäï muruïnuud
dotroos x∗ muruï
mön funkcionald
xamgiïn (orqny)
baga utga olgono.
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Ööröör xälbäl, x∗(t) Äïler-Lagranjiïn täg²itgäliïg xan-
gana.

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x

− d

dt

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x′

= 0.

Nögöö talaar η(t) funkc n´ duryn tul

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x′

η(t)
∣∣∣
t1

t0
= 0

täncätgäl n´ zöwxön

∂F (x∗, x∗′, t0)
∂x′

=
∂F (x∗, x∗′, t1)

∂x′
= 0

üed bielägdänä. Iïmd teorem batlagdaw. ¥
(2.2) gäsän täg²itgäliïn erönxiï ²iïd n´ x = x(t, c1, c2)
bolog. A(t0, x0), B(t1, x1). Tägwäl x0 = x(t0, c1, c2),
x1 = x(t1, c1, c2). Iïmd c1 ba c2-g





∂F (x(to, c1, c2), x′(to, c1, c2), t0)
∂x′

= 0

∂F (x(t1, c1, c2), x′(t1, c1, c2), t1)
∂x′

= 0

täg²itgäliïn sistemääs bodoj olno.
II. Odoo (2.1) bodlogyn xuw´d x(t0) = x0 ögögdsön bolog.
Ööröör xälbäl, T = [t0, t1] ögögdsön x1 ögögdöögüï.

0

x

A B

x = x(t)

t0 t1 t

Tägwäl x̃ = x∗(t) + εη(t),
η ∈ C1(T ), η(t0) = 0
xälbärtäïgäär wariac baï-
guulbal ömnöx teoremyn nöx-
cöl öör xälbärtäï biqigdänä.

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x

− d

dt

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x′

= 0 (2.4)
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



∂F (x∗, x∗′, t1)
∂x′

= 0

x∗(t0) = x0
(2.5)

(2.4) täg²itgäliïn erönxiï ²iïd n´ x = x(t, c1, c2) bolog.
Tägwäl x′ = x′(t, c1, c2) bolox ba c1, c2-yg





∂F (x(t1, c1, c2), x′(t1, c1, c2), t1)
∂x′

= 0

x∗(t0, c1, c2) = x0

sistemiïg bodoj olno. Üüniï daraa B cägiïg olbol:

B(t1, x(t1, c1, c2))

III. (2.1) bodlogyn xuw´d T = [t0, t1] ba x0, x1 ögögdöögüï
bolog.
t∗0 < t∗1 nöxcliïg xangax t∗0, t

∗
1 utguud or²ix bögööd x∗=x∗(t)

n´ T ∗ = [t∗0, t
∗
1] däär orqny sul minimumyn cäg bolog.

Tägwäl ömnöx teoremyn nöxcöl ësoor x∗ = x∗(t) n´ (2.2) gä-
sän Äïler-Lagranjiïn täg²itgäliïg xangaxaas gadna (2.3)
gäsän nöxcöliïg t0 = t∗0, t1 = t∗1 cägüüd däär xangana. Odoo
t∗0, t

∗
1 cägüüd däär ¶mar nöxcöl bielägdäxiïg todorxoïl³ë.

Duryn baga ∆0, ∆1-iïn xuw´d t0 = t∗0 +ε∆0, t1 = t∗1 +ε∆1-g
todorxoïl³ë. Üünd ε-duryn parametr, t0 < t1. Funkciona-
lyn öörqlöltiïg awq üz´e.

∆J(x∗, t∗0, t
∗
1) =

t∗1+ε∆1∫

t∗0+ε∆0

F (x∗, x∗′, t)dt−
t∗1∫

t∗0

F (x∗, x∗′, t)dt =

=

t∗1+ε∆1∫

t∗0+ε∆0

F (x∗, x∗′, t)dt−




t∗1∫

t∗0

F (x∗, x∗′, t)dt +

t∗1+ε∆1∫

t∗1

F (x∗, x∗′, t)dt−
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−
t∗1+ε∆1∫

t∗1

F (x∗, x∗′, t)dt


 =

t∗1+ε∆1∫

t∗0+ε∆0

F (x∗, x∗′, t)dt+

+

t∗1+ε∆1∫

t∗1

F (x∗, x∗′, t)dt−
t∗1+ε∆1∫

t∗0

F (x∗, x∗′, t)dt =

−
t∗0+ε∆0∫

t∗1+ε∆1

F (x∗, x∗′, t)dt +

t∗1+ε∆1∫

t∗1

F (x∗, x∗′, t)dt−

−
t∗1+ε∆1∫

t∗0

F (x∗, x∗′, t)dt = −
t∗0+ε∆1∫

t∗0

F (x∗, x∗′, t)dt+

+

t∗1+ε∆1∫

t∗1

F (x∗, x∗′, t)dt =

=
(−F (x∗, x∗′, t0)∆0 + F (x∗, x∗′, t1)∆1

)
ε + O(ε) ≥ 0.

ε-iïn xürälcäätäï baga xolbogdold änä nämägdäxüüniï täm-
däg n´ 1-r nämägdäxüüniï tämdgäär todorxoïlogdono. Iïmd
(±ε uqir) F (x∗, x∗′, t∗0)∆0 + F (x∗, x∗′, t∗1)∆1 = 0 bolox ba
∆0,∆1-duryn uqir

{
F (x∗, x∗′, t∗1) = 0
F (x∗, x∗′, t∗0) = 0

baïna.

Teorem 6. x∗ = x∗(t), t ∈ [t∗0, t
∗
1], t∗0 < t∗1 n´ (2.1) bodlogyn

orqny sul minimumyn cäg bolog. Tägwäl büx t ∈ [t∗0, t
∗
1]-iïn

35



BÜLÄG 2. Wariac toollyn busad bodloguud

xuw´d x∗ = x∗(t) n´ (2.2) gäsän Äïler-Lagranjiïn täg²it-
gäl xangaxaas gadna tögsgöliïn cägüüd däär





∂F (x∗, x∗′, t∗0)
∂x′

= 0,
∂F (x∗, x∗′, t∗1)

∂x′
= 0

F (x∗, x∗′, t∗0) = 0, F (x∗, x∗′, t∗1) = 0

nöxclüüd bielägdänä.

IV.
J(x) =

t1∫
t0

F (x, x′, t)dt → min(max),

x(t0) = x0 (x0 ögögdsön)
x(t1) = x1 (t1, x1 ögögdöögüï)

Bodlogyn onowqtoï ²iïd (t∗1, x
∗) bolog.

t = t∗1 + ε∆t1, x = x∗ + εη(t), η(t0) = 0

(t∗1, x
∗) ²iïdiïn xuw´d Äïler-Lagranjiïn täg²itgäl

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x

− d

dt

[
∂F (x∗, x∗′, t)

∂x′

]
= 0

bolon
[
F (x∗, x∗′, t∗1)− x∗′(t∗1)

∂F (x∗, x∗′, t∗1)
∂x′

]
∆t1+

+
∂F (x∗, x∗′, t∗1)

∂x′
(
η(t∗1) + x∗′(t∗1)∆T1

)
(2.6)

nöxcöl bielnä.
V. Odoo däärx bodlogyn xuw´d x1 bäxlägdsän, t1 bäxlägdää-
güï bol (2.7) tom´ëo n´ ∆x1 = η(t∗1) + x∗′(t∗1)∆T1 = 0 bolj

(x∗, t∗1) ²iïdiïn xuw´d F (x∗, x∗′, t∗1)−x∗′(t∗1)
∂F (x∗, x∗′, t∗1)

∂x′
=

0 nöxcöl bielägdänä.
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VI.Odoo T = [t0, t1] ögögdöögüï ba x0, x1 cägüüd ögögdsön
toxioldol awq üz´e. x∗ = x∗(t) orqny sul minimumyn cäg
bolog. ∃t∗0, t∗1 : t∗0 < t∗1 : x∗(t0) = x0, x∗(t1) = x1, x∗ = x∗(t)
n´ Äïler-Lagranjiïn täg²itgäliïg T = [t∗0, t

∗
1] däär xan-

gana. t0 = t∗0 + ε∆0, t1 = t∗1 + ε∆1 ⇒ x(t∗0 + ε∆0) = x0,
x(t∗1 + ε∆1) = x1, x(t) = x∗ + εη(t), t ∈ [t0, t1].
Tägwäl ε → 0 üed

∆J(x∗, t∗0, t
∗
1) =

t∗1+ε∆1∫

t∗0+ε∆0

F (x∗+εη, x∗′+εη′, t)dt−
t∗1∫

t∗0

F (x∗, x∗′, t)dt =

−
t∗0+ε∆0∫

t∗0

F (x∗+εη, x∗′+εη′, t)dt+

t∗1+ε∆1∫

t∗1

F (x∗+εη, x∗′+εη′, t)dt+

+

t∗1∫

t∗0

[
F (x∗ + εη, x∗′ + εη, t)dt− F (x∗, x∗′, t)dt

]
dt ≥ 0

bielnä.
Daraax xuwirgaltuudyg xiïe.

F (x∗ + εη, x∗′ + εη′, t) = F (x∗, x∗′, t) +
∂F (x∗, x∗′, t)

∂x
εη+

+
∂F (x∗, x∗′, t)

∂x′
εη′ + O(ε).

Ändääs

ϕi(ε) =

t∗i +ε∆i∫

t∗i

F (x∗ + εη, x∗′ + εη′, t)dt, ϕi(0) = 0,

ϕi(ε) = ϕ′i(0)ε + 0(ε), i = 0, 1

37



BÜLÄG 2. Wariac toollyn busad bodloguud

ϕ′i(ε) =

t∗i +ε∆i∫

t∗i

[∂F (x∗, x∗′, t)
∂x

η +
∂F (x∗, x∗′, t)

∂x′
η′

]
dt+

+F (x∗(ti+ε∆i)+εη(ti+ε∆i), x∗′(ti+ε∆i)+εη′(ti+ε∆i), ti+ε∆i)∆i,

ϕ′(0) = F (x∗ + εη, x∗′ + εη′, ti)∆i

Iïmd

t∗i +ε∆i∫

t∗i

F (x∗+εη, x∗′+εη′, t)dt = F (x∗+εη, x∗′+εη′, ti)ε∆i+O(ε)

Nögöö talaar

t∗1∫

t∗0

[
F (x∗ + εη, x∗′ + εη′, t)− F (x∗, x∗′, t)

]
dt =

t∗1∫

t∗0

[
∂F (x∗, x∗′, t)

∂x
εη(t) +

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x′

εη′(t) + O(ε)
]

dt

Odoo daraax integralyg tusad n´ bodwol:

t∗1∫

t∗0

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x′

εη′(t)dt = ε
∂F (x∗, x∗′, t)

∂x′
η(t)

∣∣∣
t∗1

t∗0
−

−ε

t∗1∫

t∗0

d

dt

(
∂F (x∗, x∗′, t)

∂x′

)
η(t)dt.
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Tägwäl
t∗1∫

t∗0

[
F (x∗ + εη, x∗′ + εη′, t)− F (x∗, x∗′, t)

]
dt =

t∗1∫

t∗0

[
∂F (x∗, x∗′, t)

∂x
− d

dt

(
∂F (x∗, x∗′, t)

∂x′

)
dt

]
εη(t)dt+

+ε
∂F (x∗, x∗′, t)

∂x′
η(t)

∣∣∣
t∗1

t∗0
+ O(ε).

x∗(t) äkstremal´ uqir Äïler-Lagranjiïn täg²itgäliïg xan-
gana. Iïmd

t∗1∫

t∗0

[
F (x∗ + εη, x∗′ + εη′, t)− F (x∗, x∗′, t)

]
dt =

= ε
∂F (x∗, x∗′, t)

∂x′
η(t)

∣∣∣
t∗1

t∗0
+ O(ε).

Nögöö talaar
t∗i +ε∆i∫

t∗i

F (x∗+εη, x∗′+εη′, t)dt = F (x∗+εη, x∗′+εη′, t∗i )ε∆i+O(ε).

lim
ε→0

(
ε
∂F (x∗, x∗′, t)

∂x′
η(t)

)∣∣∣
t∗i +ε∆i

t∗i
=

= ε
∂F (x∗, x∗′, t)

∂x′
η(t)

∣∣∣
t∗i +ε∆i

t∗i
=

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x′

∣∣∣
t=t∗i +ε∆i

·
(
x(t∗i + ε∆i)− x∗(t∗i + ε∆i)

)
− ε

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x′

∣∣∣
t=t∗i
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·(x(t∗i )− x∗(t∗i )
)

=
∂F (x∗, x∗′, t)

∂x′
∣∣∣
t=t∗i +ε∆i

·

·
(
x(t∗i + ε∆i)− x∗(t∗i )− x∗(t∗i + ε∆i) + x∗(t∗i )

)
−

−∂F (x∗, x∗′, t)
∂x′

∣∣∣
t=t∗i

·
(
x(t∗i )− x∗(t∗i )

)

Iïmd
lim
ε→0

(
ε
∂F (x∗, x∗′, t)

∂x′
η(t)

)∣∣∣
t∗i +ε∆i

t∗i
=

= lim
ε→0

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x′

∣∣∣
t=t∗i +ε∆i

·
(
−x∗(t∗i + ε∆i)− x∗(t∗i )

ε∆i

)
ε∆i =

= −ε
∂F (x∗, x∗′, t)

∂x′
x∗′(t)

∣∣∣
t=t∗i

·ε∆i+O(ε)−∂F (x∗, x∗′, t)
∂x′

εη(t)
∣∣∣
t=t∗i

.

∆J(x∗, t∗0, t
∗
1) = −F (x∗, x∗′, t0)ε∆0+

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x′

x∗′(t)
∣∣∣
t=t∗0

ε∆0+

+∂F (x∗, x∗′, t)
∂x′

εη(t)
∣∣∣
t=t∗0
+F (x∗, x∗′, t1)ε∆1−∂F (x∗, x∗′, t)

∂x′
x∗′(t)

∣∣∣
t=t∗1
·ε∆1

−∂F (x∗, x∗′, t)
∂x′

εη(t)
∣∣∣
t=t∗1

+ ε
∂F (x∗, x∗′, t)

∂x′
η(t)

∣∣∣
t∗1

t∗0
+ O(ε).

∆J(x∗, t∗0, t
∗
1) =

[
−F (x∗, x∗′, t0) +

∂F (x∗, x∗′, t0)
∂x′

x∗′(t0)
]

ε∆0+

[
F (x∗, x∗′, t1)− ∂F (x∗, x∗′, t1)

∂x′
x∗′(t∗1)

]
ε∆1 + O(ε).

∆0,∆1-duryn uqir
−F (x∗, x∗′, ti)+

∂F (x∗, x∗′, ti)
∂x′

x∗′(ti) = 0, i = 0, 1 täncätgäl
xüqintäï baïna.
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VII. Xödölgööntäï tögsgölüüdtäï wariac toollyn bod-
logo.
F = F (t, x, x′) funkc büx argumentynxaa xuw´d 3 daxin
differencialqlagdana. XOT xawtgaï däär

x = ϕ(t) ba x = ψ(t) (2.7)

muruïnuud ögögdjää.

ϕ(t) ∈ C1(T ), ψ(t) ∈ C1(T ), T = [t0, t1],

J(x) =
∫

E
F (t, x, x′)dt (2.8)

funkcional n´ x = x(t) muruï däär todorxoïlogdson bögööd
änä muruïn tögsgöliïn A(t0, x0), B(t1, x1) cägüüd n´ (2.7)
gäsän muruïnuud däär baïrlasan bolog.

0

x

A

B

x = ϕ(t)

t

x = ψ(t)

Ööröör xälbäl x0 = ϕ(t0), x1 = ψ(t1). Daraax wariac tool-
lyn bodlogyg tom³ëol³ë.

J(x) =
∫

E
F (t, x, x′)dt → min (2.9)

E : x = x(t), x0 = ϕ(t0), x = ψ(t1) (2.10)
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Teorem 7. x∗ = x∗(t) muruï n´ (2.9)-(2.10) bodlogyn ²iïd
bolog. Tägwäl x∗ = x∗(t) funkc n´ Äïler-Lagranjiïn täg-
²itgäliïg xangax bögööd A(t0, x0), B(t1, x1) cägüüd bolon
x∗ funkciïn xuw´d daraax nöxcöl bielägdänä.



F (t0, x∗(t0), x∗′(t0))+(ϕ′(t0)− x∗′(t0))
∂F (t0, x∗(t0), x∗′(t0))

∂x′
=0

F (t1, x∗(t1), x∗′(t1))+(ψ′(t1)− x∗′(t1))
∂F (t1, x∗(t1), x∗′(t1))

∂x′
=0

(2.11)
Iïmd (2.9)-(2.10) bodlogyg bodoxyn tuld daraax üïldliïg
güïcätgänä.
a) Äïler-Lagranjiïn täg²itgäl zoxioj x = x(t, c1, c2) äkst-
remaliïg olno.
b) (2.11) sistemiïg

{
x(t0, c1, c2) = ϕ(t0)
x(t1, c1, c2) = ψ(t1)

(2.12)

sistemtäï xamtruulan bodoj c1, c2, t0, t1-iïg olno. Mön tu-
xaïn toxioldold (2.9)-(2.10) bodlogyn xuw´d A(t0, x0) n´
bäxlägdsän bögööd baruun talyn tögsgöl n´ x = ψ(t) mu-
ruïn daguu xödöldög bol (2.11) nöxcöl n´

[
F + (ψ′ − x′)

] ∣∣∣
t=t1

= 0

xälbärtäï bolno.
Ji²ää 12. y = x2 ba x− y = 5 muruïnuudyn xoorondox
zaïg ol.
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Bodolt.
y

y = x2

y = x− 5

0 x

Bodlogyn nöxcöliïg tom³ëolbol:

F =
∫

E

√
1 + x′2(t)dt → min

E : x = x(t), x0 = t0− 5, x1 = t21, F = F (x, x′, t) =
√

1 + x′2
uqir (I büläg "a" toxioldol) ësoor Äïler-Lagranjiïn täg-
²itgäl

x(t) = c1t + c2

xälbärtäï bolno. (2.11) nöxcöliïg biqwäl




√
1 + c2

1 + (1− c1) · c1√
1 + c2

1

= 0
√

1 + c2
1 + (2t1 − c1) · c1√

1 + c2
1

= 0

Änä sistemiïg daraax xälbärt
{

1 + c2
1 + c1 − c2

1 = 0

1 + c2
1 + (2t1 − c1) = 0
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biqij c1 = −1 ba t1 =
1
2

gäj olno. Nögöö talaas (2.12)
nöxcliïg biqwäl:

{
c1t0 + c2 = x0 = t0 = 5
c1t1 + c2 = x1 = t21

buµu
{ −t0 + c2 = t0 − 5

−1
2

+ c2 =
1
4

Änä sistemiïg bodwol: c2 =
3
4

ba t0 =
23
8

bolno. A
(23

8
;
17
8

)
,

B
(1

2
;
1
4

)
Änä xoër muruïn xamgiïn oïr zaï n´

AB =

√(23
8
− 1

2

)2
+

(17
8
− 1

4

)2
=

19
√

2
8

VIII. Olon xämjääst wariac toollyn bodlogo.
T = [t0, t1] xärqim däär xi(t0) = x0

i , xi(t1) = x1
i , i = 1, n

nöxcliïg xangasan x1 = x1(t), x2 = x2(t), . . . , xn = xn(t)
gäsän gölgör funkcuud ögögdsön gäj üz´e.
x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) wektor funkc zoxioj

J(x) =

t1∫

t0

F (x, x′, t)dt (2.13)

funkcional todorxoïl´ë. Üünd F (x, x′, t) funkc n´ (2n+1)
xuw´sagqiïn funkc ba (x, x′, t) xuw´sagquudaar 2 daxin diffe-
rencialqlagdana. Änä bodlogyn xuw´d wariac toollyn (x¶l-
bar) bodlogyn ündsän ür dün xäwäär xadgalagdana.

Teorem 8. Xäräw x∗ = x∗(t) wektor funkc n´ (2.13) bodlo-
gyn orqny sul minimumyn cäg bol daraax (Äïler-Lagranjiïn)
differencial täg²itgäliïn sistemiïg xangana.

∂F (x∗, x∗′, t)
∂x

− d

dt

(
∂F (x∗, x∗′, t)

∂x′

)
= 0 (2.14)
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x(t0) = x0, x(t1) = x1. (2.15)
(2.14) ba (2.15) sistemiïg zadalj biqwäl:





∂F (x∗, x∗′, t)
∂xi

− d

dt

(
∂F (x∗, x∗′, t)

∂x′i

)
= 0, i = 1, n

xi(t0) = x0
i

xi(t1) = x1
i , i = 1, n.

2.2 Zaaglalttaï wariac toollyn
bodlogo

J(x) =

t1∫

t0

F (x, x′, t)dt → min, (2.16)

gi(x) ,
t1∫

t0

Fi(x, x′, t)dt = ci, i = 1,m. (2.17)

Üünd x = x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) , x(t) ∈ C1
n(T ).

L(λ0, λ, x, x′, t) = λ0F (x, x′, t)+
m∑

i=1
λiFi(x, x′, t) gäsän Lagran-

jiïn funkc zoxioë.
Teorem 9. Xäräw x∗ = x∗(t) n´ (2.16)-(2.17) bodlogyn ²iïd
bol tägääs ¶lgaataï wektor λ = (λ0, λ1, . . . , λm) or²ix bö-
gööd





∂L(λ0, λ, x∗, x∗′, t)
∂x

− d

dt

(
∂L(λ0, λ, x∗, x∗′, t)

∂x′

)
= 0

t1∫
t0

Fi(x∗, x∗′, t)dt = ci, i = 1,m

x∗(t0) = x0, x∗(t1) = x1

nöxcöl bielägdänä. Ööröör xälbäl x∗ = x∗(t) funkc n´
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



t1∫
t0

L(λ0, λ, x∗, x∗′, t)dt → min

x(t0) = x0, x(t1) = x1

(2.18)

bodlogyn ²iïd gäsän üg µm.

Ji²ää 13. A(−t0, 0) B(t0, 0) cägüüdiïg l urttaï muruï-
gaar xolboxdoo absciss tänxläg ba x = x(t) ≥ 0 muruï xoë-
roor üüssän talbaï xamgiïn ix baïxaar xolboë. Änä bodlo-
gyn matematik zagwar biqwäl:

−t0 t1

S
l

t

x





J(x) =
t0∫
−t0

x(t)dt → min,

g(x) =
t0∫
−t0

√
1 + x′2(t)dt = l

l ≥ 2t0 üed bodlogo ²iïdtäï gädäg n´ ilärxiï µm.
x(−t0) = x(t0) = 0. Lagranjiïn funkc zoxiowol:

L(λ0, λ, x, x′, t) = −λ0x + λ
√

1 + x′2(t),
∂L

∂x
= −λ0,

∂L

∂x′
=

λx′√
1 + x′2

Äïler-Lagranjiïn täg²itgäl zoxiowol:

−λ0 − d

dt

( λx′√
1 + x′2

)
= 0
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Xäräw λ0 = 0 bol x′ = const ⇒ x(t) ≡ 0. Änä n´ zöwxön
l = 2t0 üed bielägdänä. Iïmd λ0 = 1 gäj üz´e. λ ∈ R

∫
d
( λx′√

1 + x′2

)
=

∫
dt ⇒ λx′√

1 + x′2
= t + c1, c1 = const

x′ = ± t− c1√
λ2 − (t− c1)2

⇒ dx

dt
== ± t− c1√

λ2 − (t− c1)2
⇒

dx = ± t− c1√
λ2 − (t− c1)2

x− c2 = ±
√

λ2 − (t− c1)2 ⇒ (x− c2)2 + (t− c1)2 = λ2

Zaxyn nöxcöliïg biqwäl:




(−t0 − c1)2 + c2
2 = λ2

(t0 − c1)2 + c2
2 = λ2

λ
t0∫
−t0

dx√
λ2 − (t− c2

1)
= l

Ändääs c1 = 0, c2 = λ2 − x02 ⇒ arcsin
t0
λ

=
1
2λ

.

2.3 Matematik programmqlalyn
bodlogo

Odoo matematik programmqlalyn daraax erönxiï bod-
logyg awq üz´e.
f : X → R, gj : X → R, j = 1, s funkcionaliud bolog.
G : X → Y, G-operator ba Y -²ugaman ogtorguï.

f(x) → min, (2.19)

gj(x) ≤ 0, j = 1, s (2.20)
G(x) = 0 (2.21)

. D :




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Xäräw Y = Rm−s, m > s tägwäl operator G n´
G = (gs+1, gs+2, . . . , gm) gäsän wektor funkcional´ bolox bö-
gööd gj(x) = 0, j = s + 1,m xälbärtäï bolno. D bolomjit
olonlog.
(2.19)-(2.21) bodlogyn xuw´d onowqtoï nöxcliïg tom³ëolo-
xyn tuld differeniclqlagddag ba xosmog operatoryn tu-
xaï towq oïlgolt awq üz´e.
G : X → Y operator ögögdsön bolog. X, Y banax ogtorguï-
nuud
Todorxoïlolt 2. Xäräw x0 ∈ X ba x0 + h ∈ X nöxc-
liïg xangax h-üüdiïn xuw´d tasraltgüï ²ugaman operator
P : X → Y or²ix bögööd

G(x0+h) = G(x0)+P (h)+R(x0, h), lim
||h||X→0

||R(x0, h)||Y
||h||X = 0

nöxcöl bielägdäx bol P -operatoryg G- operatoryn ulamj-
lal buµu gradient gäj närlänä. Üüniïg ∇G(x0) gäj täm-
däglänä. x0 cäg däärx gradientiïn utgyg G′(x0)(h) gäj täm-
däglänä.
Φ : X → Y ²ugaman tasraltgüï operator bolog. Mön ²u-
gaman tasraltgüï operator Φ∗ : Y ∗ → X∗ todorxoïlogdson
gäj üz´e. Xäräw < c,Φ(x) >Y =< Φ∗(c), x >X täncätgäl n´
büx x ∈ X, y ∈ Y -üüdiïn xuw´d bielägddäg bol X∗, Y ∗ og-
torguïnuudyg Φ-iïn xuw´d xarilcan xosmog gäj närlänä.
(2.19) bodlogyn xuw´d Lagranjiïn funkcionaliïg todor-
xoïlbol:
L(x, λ∗, λ0, λ1, . . . , λm) = λ0f(x)+

s∑
j=1

λjgj(x)+ < λ∗, G(x) >Y

Üünd (λ0, λ1, . . . , λs) ∈ Rs+1, λ∗ ∈ Y ∗. Xäräw tuxaïn toxiol-
dold Y = Rm−s, m > s, G = (gs+1, gs+2, . . . gm) bol

< λ∗, G(x) >Y =
m∑

j=s+1

λjgj(x), (λs+1, λs+2, . . . , λm) ∈ Rm−s.

48



BÜLÄG 2. Wariac toollyn busad bodloguud

Teorem 10. X, Y -banax ogtorguïnuud bolog. G : X → Y
operator ba f, g1, . . . , gs funkcionaluud n´ x0 ∈ D cägiïn
orqind tasraltgüï differencialqlagddag gäj üz´e. ∇G(x0)
n´ x0 cäg däär tasraltgüï bolog. ∇G(x0) : X → Y bi-
tüü gäj üz´e. Tägwäl x0 ∈ D n´ (2.19)-(2.21) bodlogyn
²iïd bolox zaïl²güï nöxcöl n´ tägääs ¶lgaataï wektor
λ = (λ0, λ1, . . . , λm) or²ix ba ∃λ∗ ∈ Y ∗,
λ∗ 6= 0, ∇xL(x0, λ∗, λ1 . . . , λs) = λ0∇f(x0) +

s∑
j=1

λj∇gj(x) +

(∇G(x0))∗(λ∗) = 0, λjgj(x0) = 0, j = 1, s
nöxcöl bielägdäx ¶wdal µm.

Xäräw G(x0)(X) = Y ba ∃x̃ ∈ X : ∇G(x0)(x̃) = 0,
< ∇gj(x0), x̃ >X< 0, ∀j : 1 ≤ j ≤ s : gj(x0) = 0 bol λ0 = 1
gäj üzäj bolno. Odoo daraax bodlogyg awq üz´e.





J(x(t), u(t)) =
t1∫
t0

f(t, x, u) → inf,

x′ = ϕ(t, x, u)
h0(x(t0)) = 0, h1(x(t1)) = 0

(2.22)

f : R×Rn×Rr → R, ϕ : R×Rn×Rr → Rn buulgaltuud n´
büx xuw´sagquudaaraa U ⊂ R×Rn×Rr muj däär tasraltgüï
differencialqlagdana. (t, x∗(t), u∗(t)) ∈ U, t ∈ T = [t0, t1]
hi : Rn → Rsi , i = 0, 1 buulgaltuud n´ x∗(ti), i = 0, 1 cäg
däär tasraltgüï differencialqlagdana.

(x∗(t), u∗(t)) ∈ Cn
1 ([t0, t1])× Cr([t0, t1])

Lagranjiïn funkciïg todorxoïl´ë. F = F (t, x, x′, u, p, λ0)

F = λ0f(t, x, u)+ < p, x′ − ϕ(t, x, u) >,

L : R×Rn ×Rn ×Rr ×Rn ×R → R,
L = L(x(·), u(·), p(·), l0, l1, λ0),
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L =
t1∫
t0

F (t, x(t), x′(t), u(t), p(t), λ0)dt+ < l0, h0(x(t0)) > +

< l1, h1(x(t1)) >, L : Cn
1 (T )×Cr(T )×Cn

1 (T )×Rs0×Rs1×R →
R

Teorem 11. x∗(t), u∗(t)-cäg n´ (2.22) bodlogyn orqny sul
minimum baïx zaïl²güï nöxcöl n´ nägän zäräg tägtäï tän-
cüü bi² Lagranjiïn ürjigdäxüünüüd λ0 ∈ R, λ0 ≥ 0,
li ∈ Rsi , i = 0, 1 ba funkc p(t) ∈ Cn

1 (T ) or²ix bögööd
a) (∂F

∂x
− d

dt

(∂F

∂x′
))

(x∗(t),u∗(t))
= 0 (2.23)

b)
∂F

∂x′
(x∗(t0), u∗(t0)) = h∗′0(x∗(t0))l0,

∂F

∂x′
(x∗(t1), u∗(t1)) = −h∗′1(x∗(t1))l1

(2.24)

w)
∂F

∂u
(x∗(t), u∗(t)) = 0 (2.25)

nöxclüüd bieläx ¶wdal µm. ¥
Odoo (2.23) nöxcöliïg zadalj biqwäl:

∂F

∂x
= λ0f

′
x(t, x, u)− ϕ∗′x(t, x, u)p,

∂F

∂x′
= p(t),

( d

dt

∂F

∂x′
)

= p′(t),

p′(t) = λ0f
′
x

(
t, x∗(t), u∗(t)

)− ϕ∗′x(t, x∗(t), u∗(t)p(t). (2.26)
Änä n´ n differencial täg²itgäliïn sistem µm. (2.24)
nöxcöliïg zadalj biqwäl:

p(t0) = h′∗0 (x∗(t0))l0

p(t1) = −h′∗1 (x∗(t1))l1

}
(2.27)
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Odoo (2.4) nöxcöliïg biqwäl

λ0
∂f(t, x∗, u∗)

∂u
= ϕ∗′u(t, x∗(t), u∗(t))p(t) (2.28)

Täncätgäliïn zaaglaltaï wariac toollyn bodlogo biqwäl:

J(x) =
t1∫
t0

f0(t, x, x′)dt → min

t1∫
t0

fj(t, x, x′)dt = αj , j = 1,m

h0(x(t0) = h1(x(t1)) = 0





(2.29)

fi : R×Rn ×Rn → R, i = 0,m, hi : Rn → Rsi , i = 0, 1.
Xäräw x′i = ui, i = 1, n ba x′j+n = fj(t, x, u), j = 1, . . . ,m gäj
üzwäl änä bodlogo n´ ömnöx bodlogo ruu ²iljinä. Üüniïg
zadalj biqwäl:

J̃(x, u) =

t1∫

t0

f0(t, x1, x2, . . . , xn, u1, u2, . . . , un)dt → min

x′j = uj , j = 1, 2, . . . , n

x′j+n = fj(t, x1, x2, . . . , xn, u1, u2, . . . , un), j = 1, . . . m

hi(x1(ti), . . . , xn(ti)) = 0, i = 0, 1, xn+j(t0) = 0, xn+j(t1) = αj ,

j = 1, 2, . . . ,m

Teorem 12. x∗ = x∗(t) wektor funkc n´ (2.29) bodlogyn
orqny sul minimum baïx zaïl²güï nöxcöl n´ nägän zäräg
tägtäï täncüü bi² Lagranjiïn ürjigdäxüünüüd λj ∈ R, j =
0, 1, . . . , m ba li ∈ Rsi , i = 1, 2 or²ix bögööd




(
∂F

∂x
− d

dt

(∂F

∂x′
)) ∣∣∣

x∗(t)
= 0

∂F

∂x′
∣∣∣
x∗(t0)

= h′∗0 (x∗(t0))l0

∂F

∂x′
∣∣∣
x∗(t1)

= −h′∗0 (x∗(t1))l1
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nöxcöl bielägdäx ¶wdal µm.

Mön dääd ärämbiïn ulamjlal aguulsan wariac toollyn
daraax bodlogyg

t1∫

t0

F (t, x, x′, x′′, . . . , x(n))dt → min

x(t0) = x0, x(t1) = x1, x(i)(t0) = xi
0, x(i)(t1) = xi,

i = 0, . . . , n− 1, x′ = u1, x′′ = u2, . . . , x(n) = un gäj däärx
bodlogo ruu ²iljüülj onowqtoï nöxcliïg biqwäl:

∂F

∂x
− d

dt

(∂F

∂x′
)

+
d2

dt2

(∂2F

∂x′2
)
− d3

dt3

(∂3F

∂x′3
)

+ . . .

+(−1)n dn

dtn

(∂(n)F

∂x′(n)

)
= 0

bolno. Änä täg²itgäl n´ 2n togtmol aguulax bögööd üüniïg
zaxyn nöxcöl a²iglan todorxoïlno.
Odoo normqlogdson ogtorguïd daraax´ minimum olox bod-
logo awq üz´e.

f(x) → min, x ∈ X (2.30)

X normqlogdson ²ugaman ogtorguï, f(x) tasraltgüï funk-
cional. ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn ²ugaman ogtorguïn älementüüd bo-
log. Ädgäär älementüüdiïn büx bolomjit ²ugaman kombi-
nacuudyn niïlbäriïg K[ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn] gäj tämdägläe.

K[ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn] = {x ∈ X| x =
n∑

i=1

λiϕi, λi ∈ R, i = 1, 2, . . . , n}

Todorxoïlolt 3. Xäräw äeräg too ε ba x0 ∈ X äle-
mentiïn xuw´d natural too n ba älement x ∈ K or²ix
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bögööd ||x − x0|| < ε nöxcöl bielägdäj baïwal {ϕk}∞k=1 da-
raallyg X ogtorguïn güïcät daraalal gäj närlänä. (Ji-
²äälbäl, 1, t, t2, . . . , tn, . . . gäsän olon gi²üüntüüdiïn da-
raalal n´ tasraltgüï funkciïn ogtorguïn güïcät daraalal
µm. Uqir n´ aliwaa tasraltgüï funkcäd olon gi²üüntiïn
funkcäär döxöj boldog.)

Teorem 13. x0 n´ (2.30) bodlogyn ²iïd buµu global´ mi-
nimumyn cäg bolog. {ϕk}∞k=1 ⊂ X daraallyn xuw´d daraax
nöxcölüüd bieldäg gäj üz´e.
1. {ϕk}∞k=1 n´ X ogtorguïn güïcäd daraalal
2. Duryn n dugaaryn xuw´d x ∈ X älement or²ix bögööd

f(xn) = min
x∈K[ϕ1,...,ϕn]

f(x)

Tägwäl {xn} daraalal n´ (2.30) bodlogyn bagasgagq da-
raalal bolno. Ööröör xälbäl

lim
n→∞ f(xn) = f(x0).

Batalgaa. Duryn baga äeräg too ε-g aw³¶. f(x) funkcio-
nal tasraltgüï uqraas zeräg too δ or²ix bögööd
f(x) − f(x0) < ε, x ∈ O(x0, δ) = {x ∈ X

∣∣∣||x − x0|| < δ}
bielnä. {ϕk} daraalal güïcät uqraas δ toony xuw´d natu-
ral too n ba älement x ∈ K[ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn] or²ix bögööd
||x − x0|| < δ. Ändääs x ∈ O(x0, δ). Iïmd f(x) − f(x0) < ε,
x ∈ K[ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn].
Nögöö talaar, f(xn) = min

x∈K[ϕ1,...,ϕn]
f(x) buµu f(xn) ≤ f(x)

tul f(xn) − f(x0) ≤ f(x) − f(x0) < ε bolno. n ixsäx tutam
K[ϕ1, . . . , ϕn] ulam örgöjix bögööd f(xn+1) ≤ f(xn) buµu
n →∞ üed f(xn+1)− f(x0) ≤ f(xn)− f(x0) < ε baïna.
Nögöö talaar ∃N = N(ε) : f(xn)− f(x0) < ε, ∀n > N tul
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teorem batlagdaw. ¥
{f(xn)} daraallyg Ritciïn daraalal gäj närlänä. Prak-
tik däär (2.30) bodlogyg bodoxdoo {ϕk} daraallyg songox
bögööd n = 1, n = 2 gäx mät utguudad bodoj x1, x2, . . . -yg
olno. k-iïn todorxoï utgand olson f(xk) bodlogyn oïrol-
coo ²iïd bolno.
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Büläg 3

Tögsgölgüï zawsar
däärx wariac toollyn
bodlogo

Ädiïn zasagt püüsiïn a²ig, xäräglägqiïn xanamj, niïg-
miïn ba¶lgiïg xugacaany x¶zgaargüï zawsart awq üzäx ²aard-
laga gardag. Änä n´ tögsgölgüï zawsar däärx wariac tool-
lyn bodogo ruu ²iljdäg.Zorilgyn funkcional´

J(x) =

∞∫

0

F (x, x′, t)dt

xälbärtäï baïna.
∞∫
0

F (x, x′, t)dt integral n´ örgötgösön inte-
gral uqraas änä integralyn tögsgölög baïx buµu niïläl-
tiïn asuudlyg awq üzäx n´ quxal µm. xäräw J(x) funkcio-
nal´ n´

∞∫
0

F (x, x′, t)e−ρtdt xälbärtäï bögööd F (x, x′, t) funkc
n´ zaaglagdsan bol änä integral niïlnä.
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Üünd ρ n´ ögögdsön togtmol
∞∫

0

F (x, x′, t)e−ρtdt ≤
∞∫

0

Me−ρtdt =
M

ρ
(3.1)

Caa²id ädiïn zasgiïn wariac toollyn bodloguudad J(x)
integralyg ürgälj niïldäg gäj üznä. Tüünqlän t → ∞
üed F → 0 bielnä.

J(x) =

∞∫

0

F (x, x′, t)dt → min (3.2)

x(t0) = x0 (3.3)
bodlogo n´ tögsgölgüï zawsar däärx wariac toollyn bod-
logo bögööd änä bodlogyn xuw´d Äïler-Lagranjiïn täg-
²itgäl mön ijilxän biqigdäx ba nämält zaxyn nöxcöl n´
öör baïna. Üüniï tuld bäxlägdäägüï tögsgöltäï wariac
toollyn bodlogyn nämält nöxcliïg a²iglawal:

[F − x′F ′
x′ ]t→∞∆T + [F ′

x′ ]t→∞∆xT = 0 (3.4)

T bäxlägdäägüï tul (3.4) nöxcöl n´

lim
t→∞

[
F − x′

∂F

∂x′

]
= 0 (3.5)

lim
t→∞

[
∂F

∂x′

]
= 0 (3.6)

üed bielägdänä.
Xäräw lim

t→∞x(t) = x̄ = const bol ∆xT = 0 bolox ba (3.6) nöxc-
liïg a²iglax ²aardlagagüï µm.
Xarin bäxlägdäägüï tögsgöliïn cägtäï üed (3.5), (3.6) nöxc-
lüüdiïg a²iglax n´ toxiromjtoï.
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Ji²ää 14. (Püüsiïn onowqtoï xöröngö oruulalt)
Püüsiïn üïldwärläliïn funkc Q = Q(K,L) bolog.

Üünd ∂Q

∂K
> 0,

∂Q

∂L
> 0,

∂2Q

∂K2
< 0,

∂2Q

∂L2
< 0

Xugacaany t ag²ind püüsiïn a²ig F (K, L) = pQ(K, L) −
WL−m(K ′ + δK) bolno.
Üünd p-bütäägdäxüüniï ünä, W -calin, K-kapital, L-xödölmör,
δ-kapitalyn älägdäl, K ′ =

dK

dt
xöröngö oruulalt, m-tonog

töxöörömjiïn ünä.
Diskointiïn xüqin züïl e−ρt-g toocoj, püüsiïn x¶zgaargüï
xugacaanaas olox a²giïg toocwol:

J(K, L) =

∞∫

0

[
ρQ(K, L)−WL−m(k′ + δK)

]
e−ρtdt

K ba L-g J(K,L) → max nöxcölöös olox ëstoï.
Äïler-Lagranjiïn täg²itgäl zoxiowol





∂F

∂K
− d

dt

(
dF

∂K ′

)
= 0

∂F

∂L
− d

dt

(
dF

∂L′

)
= 0

Tuxaïn ulamjlaluudyg olbol:
∂F

∂K
=

(
p

dQ

∂K
−mδ

)
e−ρt,

∂F

∂K ′ = −me−ρt,

∂F

∂L
=

(
p
∂Q

∂L
−W

)
e−ρt,

∂F

∂L′
= 0





∂Q

∂K
=

m(δ + ρ)
p

∂F

∂L
=

W

p
, t ≥ 0
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Xäräw üïldwärläliïn funkc Kob-Duglasyn funkc, ööröör
xälbäl, QW = KαLβ, (α + β 6= 1) bol onowqtoï k∗ n´

K∗ =
[
δ + ρ)

αp

] (β−1)
(1−α−β)

(
W

ρp

)− β
(1−α−β)

= const.

K∗ = const nöxcöl n´ zaïl²güï nöxcöl bögööd bodlogyn
anxny nöxcöl K(0) = K0 = K∗ baïx n´ bodlogyg ²iïdäx
zaïl²güï nöxcöl µm.
Ji²ää 15. (Äïzner-�trocyn zagwar) Püüsiïn orlogyn
π(K) n´ kapitalaas xamaarsan funkc bolog. Zardlyn funkc
n´ kapitalyn ösöltöös xamaarsan C(K ′) funkc baïna. Xu-
gacaany t ag²in dax´ püüsiïn cäwär a²ig

F (K) = π(K)− C(K ′).

X¶zgaargüï xugacaand püüsiïncäwär a²giïg maksimumqlax
bodlogyg tom³ëolbol

J(K) =

∞∫

0

[π(K)− C(K ′)]e−ρtdt → max,

K(0) = K0 (K0-ögögdsön)
Odoo π(K) = αK − βK2 (α, β > 0),
C = aK ′2 + bK ′ (a, b > 0) üed bodoltyg güïcätgäwäl

F = (αK − βK2 − aK ′2 − bK ′)E−rhot,

∂F

∂K
= (α− 2βK)e−ρt,

∂F

∂K ′ = −(2aK ′ + b)e−ρt,

∂2F

∂K ′2 = −2ae−ρt,
∂2F

∂K∂K ′ = 0

∂2F

∂K2
= −2βe−ρt,

∂2F

∂t∂K ′ = ρ(2aK ′ + b)e−ρt.

58



BÜLÄG 3. Tögsgölgüï zawsar däärx wariac toollyn
bodlogo

Äïler-Lagranjiïn täg²itgäl zoxiowol

K ′′ − ρK ′ − β

a
K =

bρ− α

2a

bolox bögööd erönxiï ²iïd n´

K∗(t) = A1e
r1t + A2e

r2t + K̄,

üünd r1,2 =
1
2

(
ρ±

√
ρ2 +

4β

a

)
,

k̄ =
α− bρ

2β
. r1 > ρ > 0, r2 < 0

ilärxiï ba ädiïn zasgiïn utgaas K̄ > 0 buµu α > bρ gäj
mördön garna.
A1, A2-togtmoluudyg oloxyn tuld anxny nöxcöl
K(0) = K0 ba (3.5)-(3.6) zaxyn nämält nöxclüüdiïg a²ig-
lana.

A1 + A2 + K̄ = K0 (3.7)

F −K ′ ∂F

∂K ′ = (αk − βK2 + aK ′2)e−ρt (3.8)

K∗ = A1e
r1t + A2e

r2t + k̄, K ′∗ = A1r1e
r1t + A2r2e

r2t tul
ädgääriïg (3.8)-d orluulbal

F ∗ −K∗′ ∂F

∂k′′
= A1(α− 2βK̄)e(r1−ρ)t + A1(ar2

1 − β)e(2r1−ρ)t+

+A1A2(2ar1r2 − 2β)er1r2−ρ)t + A2(α− 2βK̄)e(r2−ρ)t+

+A2
2(ar2

2 − β)e(2r2−ρ)t + (αK̄ − βK̄2)e−ρt (3.9)

Nögöö talaas (3.6) nöxcliïg biqwäl

∂F

∂K∗′ = −(2aK∗′+b)e−ρt = −
(
2aA1r1e

r1t+2ar2A2e
r2t+b)

)
e−ρt,
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lim
t→∞

∂F

∂K∗′ = 0 bolox ba r1 > 0, r2 < 0 tul A1 = 0 üed änä
nöxcöl bielnä.
Änä üed (3.5) nöxcöl lim

t→∞

(
F ∗ −K∗′ ∂F

∂K∗′

)
= 0 ²uud bieläx

n´ ilärxiï µm. (3.7) nöxcölöös A2-iïg olbol A2 = K0− K̄.
tägwäl püüsiïn cäwär a²giïg xamgiïn ix baïlgax onowqtoï
kapitalyn xämjääg olbol:

K∗(t) = (K0 − K̄)r2e
r2t

Mön onowqtoï xöröngö oruulaltyn xämjääg

I∗(t) = K∗′ = −r2[K̄ −K∗(t)]

gäj todorxoïlno.
Ji²ää 16. (Ramseïn zagwar)Ündäsniï niït bütäägdä-
xüün Q n´ kapital K, xödölmör L-ääs xamaarsan funkc bo-
log. Q = Q(K, L) Niït bütäägdäxüüniï näg xäsgiïg (C)-g
xärägläx ba üldsän xäsgiïg xadgalamj (S) bolgon xöröngö
oruulaltad zoriulna.
Tägwäl Q = C + S = C + K ′ äswäl C = Q(K, L)−K ′. Xäräg-
läänääs awax niïgmiïn xanamj n´ U(C) funkcäär todorxoï-
logdono. Xanamjiïn funkc V (C)-iïn xuw´d daraax nöxcöl
bielägdänä.

∂U(C)
∂C

≥ 0,
∂2U(C)

∂C2
≤ 0.

Xödölmöröös xamaarsan xanamjiïn funkciïg D(L)-äär täm-
dägläwäl niïgmiïn cäwär xanamjiïg xugacaany t ag²ind
U(C)−D(L) gäj todorxoïlno. Büx xugacaany tur² niïg-
miïn cäwär xanamjiïg xamgiïn ix baïlgax bodlogyg tom³-
ëolbol: ∞∫

0

[U(C)−D(L)]dt → max (3.10)
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Änäxüü bodlogo n´ tögsgölgüï zawsar däärx wariac toollyn
bodlogo uqraas zaxyn nämält nöxcöl (3.5) ba (3.6) ürgälj
bielägdäx albagüï µm. Änä xündrälääs garax argyg daraax
zamaar ²iïdwärläj bolno.

J(C) =

∞∫

0

[B − U(C) + D(L)]dt → min, (3.11)

K(0) = K0 (K0 ögögdsön),

Üünd F (K, L)=B −U(C)+D(L), B n´ xugacaany duryn ag-
²ind niïgmiïn cäwär xanamjiïn xürq bolox dääd x¶zgaar.
t →∞ üed F (K, L) → 0 baïna. Odoo J(C) integralyg niïl-
däg gäj üzääd bodoltyg güïcätgäe. C=Q(K, L)−K ′ tul

∂F

∂L
= −U ′(C)

∂C

∂L
+ D′(L) ≡ −µ

∂Q

∂L
+ D′(L), [µ ≡ U ′(C)]

∂F

∂L′
= 0

∂F

∂K
= −U ′(C)

∂C

∂K
= −µ

∂Q

∂K
∂F

∂K ′ = −U ′(C)
∂C

∂K ′ = −U ′(C)(−1) = U ′(C) = µ

Äïler-Lagranjiïn täg²itgäl L-xuw´sagqdyn xuw´d
∂F

∂L
= 0 buµu D′(l) = µQ′

L, t ≥ 0

Änäxüü täg²itgäl n´ L-iïn xuw´d algebriïn täg²itgäl uq-
raas anxny L(0) = L0 nöxcliïg oruulax n´ toxiromjgüï K
xuw´sagqiïn xuw´d

−µ
∂Q

∂K
− dµ

dt
= 0 buµu

(dµ

dt

)

µ
= − ∂Q

∂K
, t ≥ 0

Nögöö talaas F (K, L) n´ t-g aguulaagüï tul ömnö üzsän ësoor
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BÜLÄG 3. Tögsgölgüï zawsar däärx wariac toollyn
bodlogo

Äïler-Lagranjiïn täg²itgäl n´ F − K ′F ′
K′ ≡ const xäl-

bärtäï baïna. Üüniïg zadalj biqwäl:
B − U(C) + D(L)−K ′µ = const, t ≥ 0

Bodlogyn lim
t→∞F (K, L) = 0 nöxcliïg a²iglawal

lim
t→∞µ(t) = 0 gädgiïg ²algaj bolno. Iïmd const ≡ 0 bolox
ba onowqtoï kapitalyn xämjää

K∗′ =
B − U(C) + D(L)

µ

äswäl
K∗′(t) =

B − U [C(t)] + D[L(t)]
C ′(t)

(3.12)

xälbärtäï bolno.
Änäxüü differencial täg²itgäliïg K(0) = K0 anxny nöx-
cöltäï xamtruulan bodoj K∗-g bürän todorxoïlno.
(3.12) tom³ëog Ramseïn düräm gäj närlänä.
Änä n´ xugacaany t ag²in dax´ kapitalyn öörqlöltiïn
xämjää n´, odoo ba iräädüïd xürq bolox xanamjiïn zö-
rüüg axiu xanamjid xar´cuulsan xar´caataï täncüü üed
xamgiïn onowqtoï kapital xurimtlal biï boldog gädgiïg
todorxoïlno. Änä bodlogyn xuw´d (3.5) ba (3.6) nöxclüüd
n´ xoër xuw´sagqtaï toxioldold bielnä gädgiïg x¶lbarxan
²algaj bolno. Üüniïg ²algawal:

lim
t→∞(F − L′F ′

L′) = 0

ba
lim
t→∞(F −K ′F ′

K′) = 0

bielnä uqir n´ F ′
L′ = 0. Iïmd änä nöxcöl n´ bodlogyn

lim
t→∞F = 0 nöxcöltäï dawxcaj baïna. Nögöö talaas

lim
t→∞F ′

L′ = lim
t→∞F ′

K′ = 0

nöxcöl ²uud bielnä.
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Büläg 4

Wariac toollyn
toocon bodox arga

Odoo wariac toollyn bodloguudyg oïrolcoo bodox arguud-
taï tanilc³¶.

4.1 Äïleriïn ¶lgawart sxemiïn arga

J(x) =

t1∫

t0

F (t, x, x′)dt → min, (4.1)

x(t0) = x0 x(t1) = x1.

Äïleriïn argad J(x) funkcionaliïn utgyg taxir ²uga-
myn cägüüd däär awq üzäx zamaar matematik programmqla-
lyn bodlogo ruu ²iljüülj bodno. [t0, t1] zawsryg
t0 + ∆t, t0 + 2∆t, . . . , t0 + (n− 1)∆t, ∆t =

(t1 − t0)
n

cägüüdäär xuwaana. Taxir ²ugamyn oroïn cägüüd n´
n(t0 + ∆t, x1), (t0 + 2∆t, x2) . . . , (t0 + (n − 1)∆t, xn−1) bo-

63



BÜLÄG 4. Wariac toollyn toocon bodox arga

log. Tägwäl J(x) funkcional n´ J̄(x1, x2, . . . , xn−1) funkc
rüü ²iljinä.
x1, x2, . . . , xn−1 funkciïg minimum utgataï baïx nöxclöös
todorxoïldog. Ööröör xälbäl,

J̄(x1, x2, . . . , xn−1) → min

bodlogyg bodno gäsän üg. Änä bodlogyn zaïl²güï nöxcö-
liïg biqwäl:

∂J̄

∂x1
= 0,

∂J̄

∂x2
= 0, . . .

∂J̄

∂xn−1
= 0. (4.2)

Ji²ää 17. J(x) =
1∫
0

(x′2 + 2x)dt → min, x(0) = x(1) = 0

bodlogyg oïrolcoogoor bod³ë.
Bodolt. ∆t =

1− 0
5

= 0.2, x0 = x(0) = 0, x1 = 0.2,

x2 = 0.4, x3 = 0.6, x4 = 0.8, x5 = x(1) = 0
Funkciïn ulamjlalyg oïrolcoogoor bodwol:
x′k = x′(tk) ≈ xk+1 − xk

∆t
buµu x′(0) =

x1 − 0
0.2

,

x′(0.2) =
x2 − x1

0.2
, x′(0.4) =

x3 − x2

0.2
, x′(0.6) =

x4 − x3

0.2
,

x′(0.8) =
x5 − x4

0.2
.

Odoo integralyg oïrolcoogoor täg² öncögtiïn tom³ëogoor
bodwol:

b∫

a

f(x)dx ≈
(
f(a) + f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn−1)

)
∆x,

J̄(x1, x2, x3, x4) =
[( x1

0.2

)2
+

(x2 − x1

0.2

)2
+2x1 +

(x3 − x2

0.2

)2
+

2x2 +
(x4 − x3

0.2

)2
+ 2x3 +

(0− x4

0.2

)2
+ 2x4

]
0.2 → min

Ändääs 1
0.2

∂J̄

∂x1
= 2

x1

0.04
− x2 − x1

0.02
+ 2 = 0,
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1
0.2

∂J̄

∂x2
= 2

x2 − x1

0.04
− x3 − x2

0.02
+ 2 = 0,

1
0.2

∂J̄

∂x3
= 2

x3 − x2

0.04
− x4 − x3

0.02
+ 2 = 0

1
0.2

∂J̄

∂x2
= 2

x4 − x3

0.04
− x4

0.02
+ 2 = 0 bolox ba





2x1 − x2 = −0.04
−x1 + 2x2 − x3 = −0.04
−x2 + 2x3 − x4 = −0.04
−x3 + 2x4 = −0.04

sistemiïn ²iïdiïg olbol x1 = −0.08, x2 = −0.12,
x3 = −0.12, x4 = −0.08. Änä bodlogyn jinxänä ²iïdiïg
olbol x(t) =

t2 − t

2
bolox ba xärqmiïn xuwaaltyn cägüüd

däärx utguudtaï dawxcana.
Erönxiï toxioldold daraax bodlogyg bodno gäsän üg.

J(x) =

t1∫

t0

F (t, x, x′)dt ≈
n−1∑

k=0

F
(
t, xk,

xk+1 − xk

∆t

)
∆t → min

4.2 Ritciïn arga

J(x) =
t1∫
t0

F (t, x, x′)dt → min,

x(t0) = x0, x(t1) = x1

{ϕi(t)} funkciïn sistem n´ C1(T ) ogtorguïd güïcäd daraa-
lal bolog. xn(t) = ϕ0(t) +

n∑
i=1

ciϕi(t) funkc zoxioë.

ϕ0(t0) = x0, ϕ0(t1) = x1, ϕi(t0) = ϕi(t1) = 0, i = 1, 2, . . . , n.
c1, c2, . . . cn-g oloxdoo daraax bodlogyg bodno.
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J(xn(t)) = J̄(c1, c2, . . . , cn) → min .

Änä nöxcölt bi² äkstremumyn bodlogyn zaïl²güï nöxcö-
liïg biqwäl:

∂J̄

∂ci
= 0, i = 1, 2, . . . , n,

x∗n(t) = ϕ0(t) +
n∑

i=1

c∗i ϕi(t).

n-iïn xürälcäätäï ix üed x∗n(t) daraalal n´ Teorem 13 ësoor
bodlogyn ²iïd uruu niïlnä.
Ji²ää 18.

1∫

0

(x′2 + x2 + 2xt)dt → min,

x(0) = x(1) = 0.

ϕ0(t) = 0, ϕ1(t) = t2−t, ϕ2(t) = t3−t2, . . . , ϕn(t) = tn+1−tn

n = 2 üed
x2(t) = c1(t2− t) + c2(t3− t2), x′2(t) = c1(2t− 1) + c2(3t2− 2t)

J(x2(t)) = J̄(c1, c2) =
11
30

c2
1 +

11
30

c1c2 +
1
7
c2
2 −

1
6
c1 − 1

10
c2,





∂J̄

∂c1
= 0

∂J̄

∂c2
= 0





11
15

c1 +
11
30

c2 =
1
6

11
30

c1 +
2
7
c2 =

1
10

c1 =
69
473

, c2 =
7
43

, x2(t) =
77t3 − 8t2 − 69t

473
.

Iïmd bodlogyn äkstremal´ n´ x∗ ≈ x2(t) baïna.
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Büläg 5

Wariac toollyn ädiïn
zasgiïn xäräglää

5.1 Püüsiïn a²ig maksimumqlax

Ganc bütäägdäxüün üïldwärlädäg monopol püüsiïn zard-
lyn funkc

C = αQ2 + βQ + γ (α, β, γ > 0) (5.1)
bolog. Püüsiïn garc bolox bütäägdäxüüniï too xämjää Q n´
ärältin too xämjäätäï täncüü baïna. Ärältiïn xämjää n´
xugacaany t ag²ind ünä p(t)-ääs xamaaraxaas gadna üniïn
ösölt p′(t)-ääs xamaarna gäj üz´e.

Q = a− bp(t) + hp′(t), (a, b > 0, h 6= 0) (5.2)
Püüsiïn a²giïg todorxoïlbol:
π = pQ−C = p(a−bp+hp′)−α(a−bp+hp′)2−β(a−bp+bp′)−γ

Änä ilärxiïlliïg ämxätgän biqwäl:
π(p, p′)=− b(1+αb)p2 + (a + 2αab + βb)p− αh2p′2−
−h(2αa + β)p′ + h(1 + 2αb)pp′ − (αa2 + βa + γ)

(5.3)
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Püüsiïn gol zorilgo n´ püüsiïn niït a²giïg [0, T ] xuga-
caand xamgiïn ix baïlgax onowqtoï ünä p(t)-g oloxod or-
²ino. Ööröör xälbäl daraax wariac toollyn bodlogyg
bodno gäsän üg µm.

J(p) =

T∫

0

π(p, p′)dt (5.4)

p(0) = p0, p(T ) = p1,

üünd p0, T, p1 ögögdsön.

π′p =
∂π

∂p
= −2b(1 + αb)p + (a + 2αab + βb) + h(1 + 2αb)p′

π′p′ =
∂π

∂p′
= −2αh2p′ − h(2αa + β) + h(1 + 2αb)p

∂2π

∂p′2
= −2αh2,

∂2π

∂p∂p′
= h(1 + 2αb)

π′tp′ =
∂2π

∂t∂p′
= 0 tul Äïler-Lagranjiïn täg²itgäl

p′′ − b(1 + αb)
αh2

p = −a + 2αab + βb

2αh2

xälbärtäï baïna. Änäxüü 2-r ärämbiïn ²ugaman differen-
cial täg²itgäliïg bodwol erönxiï ²iïd

p∗(t) = A1e
rt + A2e

−rt + p̄

bolox zaxyn nöxclüüdiïg a²iglan A1 ba A2-g olno.

A1 =
p0 − p̄− (p1 − p̄)eTr

1− e2Tr
, A2 =

p0 − p̄− (p1 − p̄)e−Tr

1− e−2Tr
,

p̄ =
a + 2αab + βb

2b(1 + αb)
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Nögöö talaas (5.4) bodlogyn xuw´d Äïler-Lagranjiïn täg-
²itgäl ²uud

π − p′
∂π

∂p′
= c (5.5)

Üüniïg daraax xälbärt biqwäl:

∂π

∂p′
· p′

π
= εp′ ≡ 1− c

π

εp′ n´ π funkciïn üniïn öörqlöltiïn xuw´ dax´ mädräm-
jiïg xaruulj baïna.
Iïmd änä mädrämjiïg 1 − c

π
-täï täncüü baïlgaxaar awbal

püüsiïn [0, T ] zawsar dax´ a²ig xamgiïn ix baïna.

5.2 Infl¶c ba ajilgüïdäl

yt-t xugacaan dax´ ündäsniï orlogo
yf -bürän ajiltaï üeiïn ündäsniï orlogo
λ- niïgmiïn aldagdlyn funkc bolog.

λ = (yf − y)2 + αm2 (α > 0) (5.6)
Filipsiïn muruïn tuslamjtaïgaar (yf − y) ba p-iïn xa-
maarlyg daraax täg²itgäl ögnö.

m = −β(yf − y) + u, (β > 0)

Üünd u- n´ xüläägdäj buï infl¶c, m-n´ infl¶ciïn bodit
tüw²in
Infl¶ciïn öörqlöltiïn täg²itgäliïg biqwäl:

u′ =
du

dt
= j(m− u), 0 < j ≤ 1

Xäräw bodit infl¶ciïn tüw²in m n´ xüläägdäj buï tüw²-
nääs ix bol u′ > 0 bolox äsräg toxioldold u′ < 0 bolno.
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Süüliïn 2 täg²itgäliïg nägtgän biqwäl: u′ = −βj(yf − y)

buµu yf − y = − u′

βj
bolox ba m =

u′

j
+ u bolno. Tägwäl

niïgmiïn aldagdlyn funkc

λ(u, u′) =
( u′

βj

)2
+ α

(
u′

j
+ u

)2

xälbärtäï baïna. Odoo niïgmiïn niït aldagdlyn funkc
[0, T ] xugacaany zawsart xamgiïn baga baïxaar infl¶ciïn
xüläägdäj buï onowqtoï tüw²ing olox bodlogo awq üz´e.
üüniïg tom³ëolbol:

J(u) =

T∫

0

λ(u, u′)e−ρtdt → min, u(0) = u0, u(T ) = 0

Üünd u(0) = u0, T -ögögdsön, ρ-diskointiïn koäfficient.
Tuxaïn ulamjlaluudyg olj, Äïler-Lagranjiïn täg²it-
gäl zoxioë.

F (u, u′) = λ(u, u′)e−ρt

gäj üz´e.

∂F

∂u
= 2

(
α

j
u′ + αu

)
e−ρt

∂F

∂u′
= 2

(
1 + αβ2

β2j2
u′ +

α

j
u

)
e−ρt

∂2F

∂u′2
= 2

(
1 + αβ2

β2j2

)
e−ρt

∂2F

∂t∂u′2
= −2ρ

(
1 + αβ2

β2j2
u′ +

α

j
u

)
e−ρt

∂2F

∂u∂u′
=

2α

j
e−ρt
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u′′ − ρu′ −Mu = 0

üünd M =
αβ2j(ρ + j)

1 + αβ2
> 0

Täg²itgäliïn erönxiï ²iïd n´ u∗(t) = A1e
k1t + A2e

k2t,
k1,2 =

1
2
(ρ±

√
ρ2 + 4M), k1 > 0, k2 < 0.

Duryn togtmol A1 ba A2-g zaxyn nöxclüüdääs olbol
{

A1 + A2 = U0

A1e
k1T + A2e

k2T = 0

A∗1 = − u0e
k2T

ek1T − ek2T
, A∗2 =

U0e
k1T

ek1T − ek2T

bodlogyn ²iïd n´ u∗(t) = A∗1e
k1t + A2e

k2t

5.3 Xödölmöriïn ärältiïg onowqlox
bodlogo

Püüs n´ t = 0 ag²ind calingiïn xorogdoltoï tulgarq
ajillax xüqiïg L0 tüw²nääs LT tüw²ind xürgäx zorilgo-
toï gäj üz´e.
Püüsiïn a²giïn funkc n´ π(L) funkcäär ilärxiïlägdäx ba
π′′(L) < 0 nöxcliïg xangadag gäj üz´e.
Zardlyn funkc

C(L′) = bL′2 + K, (b > 0, K > 0, L′ 6= 0)

bolog. Cäwär a²ig n´ π(L) − C(L′) baïna. Püüs n´ xödöl-
möriïn nööciïg öörqlöxdöö todorxoï xugacaany tur² püü-
siïn cäwär a²ig tödiïgüï mön tüüniï todorxoï bus T xuga-
caand olox odoogiïn a²giïg xamgiïn ix baïlgax ¶wdal µm.
T xugacaan dax´ püüsiïn a²ig π(LT ) bol tüüniï odoogiïn
a²ig π(LT )e−ρt µm. Üünd n´ ρ buuruulagq koäfficient.
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Odoogiïn üniïn kapitalqlgdsan ünä n´ π(LT )
e−ρT

ρ
baïna.

Iïmd daraax bodlogyg tom³ëolj bolno.

J(L) =

T∫

0

[
π(L)− bL′2 −K

]
e−ρtdt +

1
ρ
π(Lt)e−ρT → max,

L(0) = L0 (L0-ögödsön)
L(T ) = LT (LT > L0 ögögdöögüï, T ögögdöögüï)
Änä bodlogyg bodoj onowqtoï T ∗ ba L∗ = L(T ∗)-g olno.
Bodlogyg wariac toollyn bodlogo ruu ²iljüüläxiïn tuld
daraax xuwirgalt a²igla¶.

z(T ) =

T∫

0

z′(t)dt + z(0) (5.7)

Xäräw z(t) funkciïg

z(t) =
1
ρ
π(L)e−ρt

gäj todorxoïlbol

z′(t) = [−π(L) +
1
ρ
π′(L)L′]e−ρt

bolno. Tägwäl

1
ρ
π(LT )e−ρT =

T∫

0

[
−π(L) +

1
ρ
π′(L)L′

]
e−ρtdt +

1
ρ
π(L0)

bolox ba J(L) funkcionalyg daraax xälbärt biqij bolno.

J(L) =

T∫

0

[
−bL′2 −K +

1
ρ
π′(L)L′

]
e−ρtdt +

1
ρ
π(L0)
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Süüliïn nämägdäxüün 1
ρ
π(L0) togtmol uqraas L, T -iïn onowq-

toï songoltond nölöölöxgüï. Iïmd

J(L) =

T∫

0

F (L, L′, t)dt =

T∫

0

[−bL′2−K+
1
ρ
π′(L)L′]e−ρtdt → max,

∂F

∂L
= F ′

L =
1
ρ
π′′(L)L′e−ρt,

∂F

∂L′
= [−2bL′ +

1
ρ
π′(L)]e−ρt

bolox ba Äïler-Lagranjiïn täg²itgäl n´

L′′ − ρL′ +
π′(L)

2b
= 0 (5.8)

bolno. Änä täg²itgäliïn erönxiï ²iïd n´ c1, c2 togtm-
loluudyg aguulna. Ööröör xälbäl, L∗ = L∗(t, c1, c2). Nögöö
talaas t0 = 0 bäxlägdsän ba T , LT bäxlägdäägüï tul xargal-
zax nämält zaxyn nöxclüüd n´ ∂F

∂L′
∣∣∣
t=T

= 0 buµu

L′ − π′(L)
2ρb

= 0, t = T üed (5.9)

[
F − L′

∂F

∂L′

]

t=T

= 0 buµu

L′2 =
K

b
äswäl L′ =

√
K

b
, t = T üed (5.10)

baïna. Onowqtoï T ∗ ba LT ∗-g daraax sistem täg²itgäliïg
bodoj olno. 




L∗(0, c1, c2) = L0

L∗′(T )− π′(L∗)
2ρb

= 0

L∗′(T ) =

√
K

b

(5.11)
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Odoo däärx bodlogyg π(L) = 2mL − nL2 (0 < n < m) üed
bod³ëo. π′(L) = 2m− 2nL tul Äïler-Lagranjiïn täg²it-
gäl

L′′ − ρL′ +
m− nL

b
= 0

xälbärtäï bolno. Täg²itgäliïn erönxiï ²iïdiïg olbol

L = c1e
k1t + c2e

k2t + L̄, (5.12)

üünd L̄ =
m

n
, k1,2 =

ρ±
√

ρ2 +
4n

b
2

(5.9) nöxcöl daraax xälbärtäï bolno.

(ρb(c1k1e
k1T + c2k2e

k2T + n(c1e
k1T + c2e

k2T + L̄ = m

Ämxätgäwäl

(ρbk1 + n)c1e
k1T + (ρbk2 + n)c2e

k2T = 0 (5.13)

(5.10) nöxcliïg biqwäl

c1k1e
k1T + c2k2e

k2T =

√
K

b

(5.11) sistemiïg biqwäl:




c1 + c2 + L̄ = L0

(ρbk1 + n)c1e
k1T + (ρbk2 + n)c2e

k2T = 0

c1k1e
k1T + c2k2e

k2T =

√
K

b

Änä sistemiïg bodoj onowqtoï c∗1, c∗2, T ∗-g olbol
L∗T = L(T ∗) = c∗1e

k1T ∗ + c∗2e
k2T ∗ + L̄ bolno.
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Büläg 6

Grafik toocoony
ajil

1.
1∫
0

x′2dt → extr; x(0) = 1, x(1) = 0

2.
1∫
−1

(x′2 + x2)dt → extr; x(−1) = x(1) = 1

3.
π
2∫
0

(4x sin t + x2 − x′2)dt → extr; x(0) = x
(π

2

)
= 0

4.
T0∫
0

(x′2 − x)dt → extr; x(0) = x(T0) = 0

5.
1∫
0

(x′21 + x′22 − 2x1x2)dt → extr; x1(0) = x2(0) = 0,

x(1) = sh1, x2(1) = −sh1.

6.
1∫
0

x′2 + 4x2(0)− 5x2(1) → extr
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7.
1∫
0

x′2dt → extr; x(0) = 1

8.
1∫

0

√
1 + x′2

x
dt → extr; x(0) = 1

9.
1∫
0

x′2dt → extr;
1∫
0

xdt = 0, x(0) = 1, x(1) = 0

10.
1∫
0

(x1 + x2)dt → extr;
1∫
0

x′1x
′
2dt = 0, x1(0) = x2(0) = 0,

x1(1) = 1, x2(1) = −3

11.
0∫
−1

xdt → extr;
0∫
−1

√
1 + x′2dt =

π

2
, x(−1) = 0

12.
e∫
−1

(t + 1)tx′′2dt → extr; x(1) = 0, x′(1) = 1,

x(e) = e, x′(e) = 2

13.
1∫
0

(t + 1)3x′′2dt → extr; x(0) = 1, x(1) =
1
2
,

x′(0) = 1, x′(1) = −1
4

14.
e∫
1

t3x′′2dt → extr; x(1) = 1, x′(1) = −1,

x(e) =
1
e
, x′(e) = − 1

e2

15.
1∫
0

(x′′2 + x′2)dt → extr; x(0) = x′(0) = 0, x′(1) = sh1

16.
1∫
0

u2dt → extr; x′′ − x = u, x(0) = 1
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17.
π∫
−π

x sin tdt → extr; |x′′| ≤ 1, x(±π) = 0

18.
1∫
0

|x′′|dt → inf ; x′′ ≤ 2, x(0) = 0, x(2) = 1, x′(2) = 2

19. T → inf ; |x′′| ≤ 2, x(−1)=1, x(T )=1, x′(−1)=x′(T ) = 0

20. T → inf ; − 1 ≤ x′′ ≤ 2, x(0) + x′(T )=0, x′(0)=x(t) = 1

21. T → inf ; x′ =
(

0 1
−1 1

)
x +

(
0 −1
1 1

)
u,

x(0) = x0, x(T ) = 0, u ∈ c0{(1;−1), (−2; 0), (0; 1)}
22. x2

1(1) + x2
2(1) → inf ; x′1 = u1, x′2 = u2,

x1(0) = x2(0) = 0, u2
1 + u2

2 ≤ 1

23.
1∫
0

x′2dt → extr; x(0) = 1, x(1) = 0

24.
1∫
−1

(x′2 + 4x2)dt → extr; x(−1) = 1, x(1) = 1

25.

3π

2∫
0

(x′2 − x2 − 4x sin t)dt → extr; x(0) = x(3π
2 ) = 0

26.
1∫
0

(tx′2 + 2x)dt → extr; x(1) = 0

27.
1∫
0

(x′21 + x2
2 + 2x1x2)dt → extr; x1(0) = x2(0) = 0,

x1(1) = x2(1) = sh1

28.
1∫
0

(x′2 + x2)dt → extr;

29.
1∫
0

x′2dt + αx2(1) → extr; x(0) = 0
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30.
T∫

0

√
1 + x′2

x
dt → extr; x(0) = 1, T − x(T ) = 1

31.
1∫
0

x′2dt → extr;
1∫
0

xdt = 3, x(0) = 1, x(1) = 6

32.
1∫
0

t(x1 − x2)dt → extr;
1∫
0

x′1x
′
2dt = −4

5
,

x1(0) = x2(0) = 0, x1(1) = 2, x2(1) = 0,

33.
1∫
0

x′1x
′
2dt → extr;

1∫
0

x1dt =
1∫
0

x2dt = 0,

x1(0) = x2(0) = 0, x1(1) = 1, x2(1) = 2

34.
1∫
0

(t + 1)2x′′2dt → extr; x(0) = x′(0) = 0,

x(1) = 1, x′(1) = 2

35.
1∫
0

x′′′2dt → extr; x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0,

x(1) = 1, x′(1) = 4, x′′(1) = 1

36.
1∫
0

(x′′2 + 4x2)dt → extr; x(0) = x′(0) = 0, x′(π) = shπ

37.
1∫
0

(x′′2 + x′2)dt → extr; x′(0) = sh 1, x(1) = x′(1) = 0

38.
1∫
0

u2dt → extr; x′′ − x = u, x(0) = 1, x′(0) = 0

39.
3π
4∫
0

x sin dt → extr; |x′′| ≤ 1, x(0) = 0

40. T → inf ; |x′′| ≤ 2, x(−1) = 1, x(T ) = −1,

x′(−1) = x′(T ) = 0
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41.
2∫
0

|x′′|dt → inf ; x′′ ≤ 2, x(0) = 1, x′(0) = −2, x(2) = 0

42. T → inf ; − 3 ≤ x′′ ≤ 2, x′(0) + x′(T ) = 1,

x(0) = 1, x(T ) = 2

43. T → inf ; x′ =
(

0 1
1 0

)
x +

(
1 −1
2 3

)
u,

x(0) = x0, x(T ) = 0, u ∈ co{(1; 1), (0; 1), (−1;−1)}
44. x1(1) + x2(1) → inf ; x′1 = u1, x′2 = u2,

u2
1 + u2

2 = 1; x1(0) = x2(0) = 0

45.
1∫
0

(x− x′2)dt → extr; x(0) = 0, x(T0) = ξ

46.
1∫
0

(x′2 + x2 + 2x)dt → extr; x(0) = x(1) = 0

47.
π
2∫
0

(x′2 − x2 + 4x cos t)dt → extr; x(0) = x(π
2 ) = 0

48.
1∫
0

(x′1x
′
2 + x1x2)dt → extr; x1(0) = x2(0) = 1, x1(1) = e,

x2(1) =
1
e

49.
T0∫
0

(x′2 + x2)dt → extr; x(0) = 0, x(T0) = ξ

50.
π∫
0

(x′2 + x2 − 4x sin t)dt → extr; x(0) = 0, x(T0) = ξ

51.
T∫
0

x′2dt → extr; x(0) = 0, T + x(T ) + 1 = 0

52.
T0∫
0

x
√

1 + x′2dt → extr; x(T0) = ξ
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53.
1∫
0

x′2dt → extr;
1∫
0

xdt = 1

54.
1∫
0

x′2dt → extr;
1∫
0

txdt = 0, x(0) = 0, x(1) = 1

55.
T∫
0

x′2dt + x(T ) → extr; x(0) = x0

56.
1∫
0

(t + 1)x′′2dt → extr; x(0) = x′(0) = 0,

x(1) = 1, x′(1) = 2

57.
1∫
0

x′′′2dt → extr; x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0

x(1) = 1, x′(1) = 4, x′′(1) = 12

58.
π∫
0

(x′′2 + 4x2)dt → extr; x(0) = x′(0) = 0, x(π) = sh π

59.
π
2∫
0

(x′′2 − x2)dt → extr; x(0) = 0, x(
π

2
) = 1 +

π

2
,

x′
(π

2

)
= 1

60.
1∫
0

u2dt → extr; x′′ − x = u, x(1) = sh 1,

x′(1) = ch 1 + sh 1, x(0) = 0.

61.
T0∫
0

|x′|dt → inf ; x′′ = A, x(0) = 0, x(T0) = ξ

62.
1∫
0

x′′2dt → extr; x′′ = 24, x(0) = 11, x(1) = x′(1) = 0

63. T → inf ; |x′′| ≤ 2, x′(0) = x′(T ) = 0,
x(0) = 1, x(T ) = 3

80



BÜLÄG 6. Grafik toocoony ajil

64.
1∫
0

(x2 + u2)dt → inf ; x′ = u, x(0) = 1, |u| ≤ 1

65. T → inf ; x′ =
(

0 −1
1 0

)
x +

(
1 −1
1 2

)
u,

x(0) = x0, x(T ) = 0, u ∈ co{(1;−1), (2; 1), (0; 3)}
66. T → inf ; 0 ≤ x′′ ≤ 2, x(0)+x′(T )=1, x′(0)=1, x(T )=0

67.
T0∫
0

(x′2 − x)dt → extr; x(0) = 0, x(T0) = ξ

68.
1∫
0

(x′2 + x2 + tx)dt → extr; x(0) = x(1) = 0

69.
π
2∫
0

(x′2 − x2 + 4x cos t)dt → extr; x(0) = 0, x
(π

2

)
=

π

2

70.
π
2∫
0

(x′2 − x2)dt → extr; x(0) = 0, x
(π

2

)
= 1

71.
π
2∫
0

(x′1x
′
2 − x1x2)dt → extr; x1(0) = x2(0) = 0,

x1

(π

2

)
= 1, x2

(π

2

)
= −1

72.
π
2∫
0

(x′2 − x2)dt + x2(0)− x2
(π

2

)
+ x

(π

2

)
→ extr

73.
T∫
0

x′2dt → extr; x(0) = 0, (T − 1)x2(T ) + 2 = 0

74.
1∫
0

(x′21 + x′22
2

− x1x2

)
dt → extr; x1(1) = x2(1) = 1

75.
1∫
0

x′2dt → extr;
1∫
0

txdt = 0, x(0) = −4, x(1) = 4
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76.
1∫
0

x′2dt → extr;
1∫
0

xdt = 1, x(0) = 0

77.
T∫
0

x′2dt + x2(0) → extr; x(T ) = x1

78.
1∫
0

e−tx′′2dt → extr; x(0) = x′(0) = 1, x(1) = x′(1) = 0

79.
1∫
0

(x′′′2 + x′′2)dt → extr; x(0) = x′′(0) = 0,

x′(0) = 1, x′(1) = ch1, x(1) = x′′(1) = sh1

80.
π∫
0

(x′′2 + 4x2)dt → extr; x(0) = x′(0) = 0, x(π) = sh π

81.
π
2∫
0

(x′′2 − x′2)dt → extr; x(0) = x′(0) = 0, x
(π

2

)
= 1

82.
1∫
0

u2dt → extr; x′′ − x = u, x(0) = x′(0) = 0,

x(1) = sh 1, x′(1) = ch1 + sh1

83.
4∫
0

(x′2 + x)dt → extr; |x′| = 1, x(4) = 0

84.
2∫
0

x′′2dt → inf ; x′′ ≥ 6, x(0) = x′(2) = 0, x(2) = 17

85. T → inf ; 0 ≤ x′′ ≤ 1, x(0) = ξ1, x′(0) = ξ2,

x(T ) = x′(T ) = 0

86. T → inf ; − 1 ≤ x′′ ≤ 2, x(0) + x′(T ) = ξ1,

x(T ) = 1, x′(0) = ξ2

87. T → inf ; x′ =
(

0 1
−1 0

)
x +

(
1 1
−1 2

)
u,

x(0) = x0, x(T ) = 0, u ∈ co{(0; 0), (−1; 1), (2;−2)}
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88.
1∫
0

(u2 + x2
1)dt + x2

1(1) + x2
1(1) → inf ; x′1 = u1,

x′2 = u2, x1(0) = 1, x2(0) = 0

89.
1∫
0

(x′2 + tx)dt → extr; x(0) = x(1) = 0

90.
1∫
0

(4x sin t− x2 − x′2)dt → extr; x(0) = x(1) = 0

91.
3π
2∫
0

(x2−4x cos t−x′2)dt → extr; x(0) = 0, x
(3π

2

)
= −3π

2

92.
0∫
−1

(12tx− x′2)dt → extr; x(−1) = 1, x(0) = 0

93.
1∫
0

(x′1x
′
2 + 6x1t + 12x2t

2)dt → extr; x1(0) = x2(0) = 0,

x1(1) = x2(1) = 1

94.
T0∫
0

(x′21 + x′22)dt + x2(T0) → extr

95.
T∫
0

x′3dt → extr; T + x(T ) = 1, x(0) = 0

96.
1∫
0

(x′21 + x′22
2

− x1x2)dt → extr; x1(0) = x2(0) = 1

97.
1∫
0

x′2dt → extr;
1∫
0

xdt = 1,
1∫
0

txdt = 0, x(0) = x(1) = 0

98.
1∫
0

x′2dt → extr;
1∫
0

xdt = 1, x(0) = x(1) = 0

99.
T∫
0

x′2dt + x2(T ) → extr
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100.
1∫
0

e−tx′′2dt → extr; x(0) = 0, x′(0) = 1,

x(1) = 2e, x′(1) = 2e

101.
π
2∫
0

(x′′′2 − x′′2)dt → extr; x(0) = x′(0) = x′′
(π

2

)
= 0

x
(π

2

)
= x′′(0) = x′

(π

2

)
= 1

102.
T0∫
0

(x′′2 − x2)dt → extr

103.
π
2∫
0

(x′′2 − x′2)dt → extr; x(0) = x′(0) = x′
(π

2

)
= 0

x
(π

2

)
= 1

104.
π
2∫
0

u2dt → extr; x′′ + x = u, x′(0) = 1

105.
T0∫
0

(x′2 + x)dt → extr; |x′| ≤ 1, x(0) = 0

106.
1∫
0

x′′2dt → inf ; |x′′| ≤ 1, x(0) = x′(0) = 0, x(1) =
11
24

107. T → inf ; − 3 ≤ x′′ ≤ 1, x(0) = 3, x′(0) = x′(T ) = 0,
x(T ) = −5

108. T → inf ; 0 ≤ x′′ ≤ 1, x(0) = ξ1, x(T ) = ξ2

109. T → inf ; x′ =
( −1 0

0 1

)
x +

(
1 −2
1 3

)
u,

x(0) = x0, x(T ) = 0, u ∈ co{(−1; 1), (0; 1), (1; 0)}

110.
1∫
0

u2dt + x(1) → inf ; x′ = u, |u| = 1
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111.
1∫
0

(t2x− x′2)dt → extr; x(0) = x(1) = 0

112.
1∫
0

(x′2 + x2 + 6xsh 2t)dt → extr; x(0) = x(1) = 0

113.
T0∫
0

(x′2 − x2 + 4x cos t)dt → extr; x(0) = 0, x(T0) = ξ

114.
1∫
−1

(x′2 − 2tx)dt → extr; x(−1) = −1, x(1) = ξ

115.
π
2∫
0

(x′21 +x′23 +2x1x2 +2x2x3)dt → extr; x1(0) = x3(0) = 1

x2(0) = −1, x1

(π

2

)
=

π

2
; x2

(π

2

)
= 0, x3

(π

2

)
= −π

2

116.
1∫
0

(x′1x
′
2 + x1x2)dt + x1(0)x2(1) + x2(0)x1(1) → extr

117.
1∫
0

(x′2 + x)dt → extr; x(1) = 0

118.
T0∫
0

(x′2 − x)dt → extr; x(0) = ξ

119.
1∫
0

x′2 → extr;
1∫
0

xdt = −3
2
;

1∫
0

txdt = −2,

x(0) = 2, x(1) = −14

120.
1∫
0

x′2dt → extr;
1∫
0

txdt = 1, x(1) = 0

121.
T∫
0

(βx2 + x′2)dt + αx2(T ) → extr

122.
T0∫
0

(x′′2+x′2)dt → extr; x(0)=x′(0)=x(T0)=x′(T0)=x′(T0)=0
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123.
π∫
0

(x′′′2−x′′2)dt → extr; x(0) = x′(0) = x′′(0) = x(π) = 0

x(π) = π, x′(π) = 2

124.
T∫
0

(x′′2 − x2)dt → extr

125.
1∫
0

xdt → extr;
1∫
0

x′′2dt = 1, x(0) = x(1) = 0

126.
1∫
0

u2dt → extr; x′′ + x = u, x(0) = 0, x
(π

2

)
= 1

127.
T0∫
0

(x′2 + x)dt → extr; |x′| ≤ 1, x(0) = 0

128. x(2) → inf ; |x′| ≤ 2,
1∫
0

x′2dt = 2, x(0) = 0

129. T → inf ; 0 ≤ x′′ ≤ 1, x(0) = ξ1, x′(0) = ξ2,
x(T ) = x′(T ) = 0

130. T → inf ; − 1 ≤ x′′ ≤ 2, x(0) = ξ1, x′(0) + x(T ) = ξ2
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